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3Re´sume´
Ce me´moire s’inte´resse aux proprie´te´s de transfert, de re´sistance et de plasticite´ de roches
argileuses. Deux enjeux industriels directs sont la de´termination du potentiel de production
de gaz naturel des roches me`res et de la capacite´ de re´tention des roches de couvertures uti-
lise´es pour les stockages de gaz ou de de´chets en milieu souterrain. Dans un premier temps,
la perme´abilite´ est de´crite comme re´sultant de l’homoge´ne´isation de l’e´coulement d’un fluide
visqueux dans le re´seau poreux. Un cadre variationnel analogue a` celui de Hashin et Shtrikman
en e´lasticite´ est e´tabli et mis a` profit pour proposer une me´thode nume´rique base´e sur la Trans-
forme´e de Fourier Rapide (FFT) pour le calcul efficace de bornes sur la perme´abilite´ a` partir
de repre´sentations tridimensionnelles voxelise´es de milieux poreux. Par ailleurs, des techniques
d’homoge´ne´isation analytiques base´es sur la de´finition de cellules perme´ables e´quivalentes sont
propose´es pour fournir des briques e´le´mentaires pour la mode´lisation micro-me´canique de la
perme´abilite´. Le phe´nome`ne de glissement du gaz aux parois est conside´re´ pour rendre compte
quantitativement d’effets du type Klinkenberg sur la perme´abilite´ au gaz. L’effet d’une satura-
tion partielle du re´seau poreux sur la perme´abilite´ et la pression de perce´e sont e´tudie´s dans
le cas de morphologies particulie`res des pores. En paralle`le, une campagne expe´rimentale est
conduite sur diffe´rentes roches argileuses issues de forages pour caracte´riser leur porosite´ et leur
perme´abilite´ sous diverses conditions de confinement me´canique et de saturation partielle en
eau. Dans un second temps, les capacite´s de re´sistance sont e´tudie´es sous hypothe`se de rup-
ture ductile. Une me´thode nume´rique efficace base´e sur la FFT est propose´e pour encadrer par
l’exte´rieur le domaine de re´sistance de milieux he´te´roge`nes a` ge´ome´trie complexe. D’autre part,
une mode´lisation analytique a` trois e´chelles de la re´sistance d’un mate´riau granulaire renforce´ par
inclusions rigides avec interfaces imparfaites est pre´sente´e. Enfin, une relecture e´lasto-plastique
de ce mode`le de re´sistance a abouti a` un mode`le purement microme´canique, dont l’interpre´tation
macroscopique est analogue au mode`le Cam-clay, avec e´crouissage par changement de porosite´
et ligne d’e´tats critiques.
Abstract
This thesis is focused on the strength, plasticity and transport properties of mudrocks. Two
industrial applications are the shale gas production and the underground gas or waste storage.
In a first part, the permeability is described as resulting from the homogenisation of the flow
of a Newtonian fluid within the pore space. A Hashin-Shtrikman like framework is derived for
the permeability upscaling and used to propose a FFT-based numerical method for the efficient
computation of bounds on the permeability, directly compatible with a voxelised representation
of the pore space. As an alternative, analytic homogenisation techniques based on the definition
of equivalent permeable cells are developed to provide building blocks for the micro-mechanical
modelling of permeability. The gas slip at pore walls is accounted for to model Klinkenberg effects
for gas permeability. Partial water saturation is also considered to model relative gas permeability
and gas breakthrough pressure. In the mean time, a thorough experimental investigation of the
evolution of porosity and permeability with confining pressure and partial water saturation has
been carried out on several types of mudrocks. In a second part, the ductile strength properties
is studied. An efficient FFT-based numerical method is proposed to compute the homogenised
strength domain of heterogeneous media with complex micro-structures. Next, a three-scale
analytic model of the strength of a granular media reinforced by rigid inclusions with imperfect
interfaces is presented. In a third part, this strength model is re-interpreted in plasticity to
propose a purely micro-mechanical model, whose macroscopic interpretation is similar to the
Cam-clay model, including hardening or softening due to an evolving porosity and a critical
state line.
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Introduction
Les roches argileuses focalisent l’attention depuis au moins deux de´cades pour deux types
d’enjeux industriels. D’une part, leur tre`s faible perme´abilite´ en font des candidats naturels pour
les stockages en milieu ge´ologique. Elles sont choisies pour jouer le roˆle de roche de couverture
en scellement des stockages de gaz naturel ou de dioxyde de carbone, ou encore de roche hoˆte
des sites de stockages de de´chets radioactifs. D’autre part, les roches argileuses les plus riches en
matie`res organiques sont des roches me`res potentiellement sources d’hydrocarbures, sous re´serve
d’une maturation approprie´e des compose´s organiques. Traditionnellement, seuls les hydrocar-
bures ayant migre´ de ces roches me`res vers des roches re´servoirs plus perme´ables (elles meˆme
scelle´es par une roche de couverture) e´taient d’inte´reˆt pour l’extraction de gaz ou de pe´trole.
Au cours des dernie`res de´cennies, les cours croissants des hydrocarbures et de nouvelles tech-
niques ont rendu envisageables la production non conventionnelle de gaz et de pe´trole, comme
par exemple l’extraction directe des hydrocarbures emprisonne´s dans les roches me`res.
La tre`s faible perme´abilite´ est inde´niablement un point commun partage´ par les roches argi-
leuses, du fait de la finesse de leurs constituants. Cependant, le terme “roches argileuses” masque
une multitude de mate´riaux : les constituants initiaux, l’environnement de de´poˆt, l’historique de
compaction, les e´volutions diage´ne´tiques sont autant de facteurs de diversite´, a` toutes les e´chelles
d’espace. Il est donc illusoire de pre´tendre mode´liser le comportement des roches argileuses en
ge´ne´ral.
L’objectif de cette e´tude est de gagner en compre´hension sur le lien entre la microstructure
des roches argileuses et quelques proprie´te´s d’inte´reˆt pour leurs applications industrielles comme
la perme´abilite´, la re´sistance et la plasticite´. Par exemple, on souhaite dans l’ide´al fournir a`
un inge´nieur re´servoir des outils de mode´lisation et de caracte´risation expe´rimentale qui lui
permettent de valoriser la connaissance d’un re´servoir tire´e de quelques forages. L’information
provient de logs pe´tro-physiques enregistre´s par des sondes sur toute la hauteur d’un puits et
est comple´te´e par quelques carottages. Les logs fournissent des donne´es telles que l’e´volution de
la porosite´, de la mine´ralogie, de la saturation en eau avec la profondeur. Ces informations sont
ge´ne´ralement impre´cises et il faut les recaler ponctuellement par des mesures pe´tro-physiques
en laboratoire sur des carottes.
Les moyens utilise´s pour parvenir a` cet objectif sont la mode´lisation multi-e´chelles (ou mi-
crome´canique) et les expe´riences macroscopiques sur des e´chantillons issus de carottages.
La microme´canique part d’une description partielle ou comple`te des proprie´te´s des consti-
tuants et de leur organisation spatiale a` l’e´chelle microscopique pour proposer une mode´lisation
du comportement macroscopique d’un mate´riau. L’inte´reˆt primordial de cette approche re´side
dans le fait que les mode`les propose´s reposent sur des me´canismes physiques clairement identifie´s
a` l’e´chelle microscopique. Par conse´quent, tous les parame`tres ont un sens physique bien pre´cis.
Si ces parame`tres concernent la morphologie, on peut espe´rer les quantifier objectivement par des
mesures et des me´thodes d’imagerie en microscopie. Si ces parame`tres de´crivent les proprie´te´s
des constituants, ils peuvent soient eˆtre connus (exemple : proprie´te´s e´lastiques de la pyrite) soit
non mesurables. Un parame`tre de´crivant une proprie´te´ microscopique non mesurable peut eˆtre
de´duit d’essais macroscopiques sur un nombre tre`s restreint d’e´chantillons. Le mode`le devra bien
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entendu reproduire la re´ponse macroscopique sur ces e´chantillons, mais n’aura pas besoin d’eˆtre
recale´ pour pre´voir la re´ponse d’autres e´chantillons, dont par exemple les fractions volumiques
de constituants sont diffe´rentes. En ce sens, la microme´canique fournit des mode`les robustes.
Les expe´riences macroscopiques sont primordiales a` plusieurs e´gards. Dans un premier temps,
une se´rie d’expe´rimentations fines permet d’identifier les manifestations macroscopiques du com-
portement du mate´riau. Une bonne interpre´tation des phe´nome`nes observe´s expe´rimentalement
est alors source d’hypothe`ses sur les me´canismes pre´ponde´rants a` prendre en compte a` l’e´chelle
microscopique dans un mode`le microme´canique. Dans un second temps, l’expe´rimentation per-
met de statuer sur la validite´ d’un mode`le. Enfin, si ne´cessaire, les parame`tres physiques non
mesurables de l’e´chelle microscopique peuvent eˆtre identifie´s par approche inverse.
Il s’agit donc d’un ve´ritable dialogue entre mode´lisation et expe´rimentation. Lorsqu’un
mode`le satisfaisant est e´tabli, l’inge´nieur re´servoir pris en exemple auparavant pourra ame´liorer
sa connaissance du re´servoir par la strate´gie suivante :
1. caler les mesures pe´tro-physiques des logs ainsi que les parame`tres non mesurables des
mode`les microme´caniques par des expe´rimentations en laboratoire sur quelques carottes,
2. extrapoler sur tout le puits les proprie´te´s me´caniques d’inte´reˆt a` l’aide des mode`les mi-
crome´caniques valide´s expe´rimentalement en quelques points et des e´volutions des pro-
prie´te´s physiques recale´es issues des logs.
La partie I est principalement consacre´e a` l’e´tude de la perme´abilite´, qui gouverne aussi bien
le taux de production d’un puits que la capacite´ de scellement d’une roche couverture d’un sto-
ckage. Un cadre et des outils microme´caniques sont mis en place pour de´terminer la perme´abilite´
d’un mate´riau a` partir de la connaissance de la morphologie de son espace poreux. En paralle`le,
une caracte´risation expe´rimentale des proprie´te´s pe´tro-physiques et de la perme´abilite´ est mene´e
sur un ensemble de roches argileuses d’origines varie´es.
Le chapitre 1 revisite le cadre microme´canique qui permet la transition entre la description
de l’e´coulement d’un fluide dans le re´seau poreux par les e´quations de Stokes a` l’e´chelle micro-
scopique a` sa description par les e´quations de Darcy a` l’e´chelle macroscopique. Une tentative de
s’affranchir du cadre des conditions de pe´riodicite´ est propose´e, puis l’e´tablissement de bornes
supe´rieures sur la perme´abilite´ base´es sur des descripteurs ge´ome´triques statistiques est pre´sente´
dans un cadre unifie´ et simplifie´ sur la base de principes variationnels classiques. L’annexe A
fournit un comple´ment sur les valeurs prises par les descripteurs ge´ome´triques statistiques utilise´s
dans le cas particulier d’un assemblage mono-disperse de sphe`res inter-pe´ne´trables.
Le chapitre 2 e´tablit un nouveau cadre variationnel pour l’homoge´ne´isation de la perme´abilite´
qui pre´sente une certaine analogie avec le cadre variationnel de Hashin et Shtrikman en e´lasticite´.
Ce nouveau cadre variationnel est mis a` profit pour proposer une me´thode nume´rique effi-
cace “type FFT” pour le calcul de bornes sur la perme´abilite´ de mate´riaux poreux a` par-
tir d’une repre´sentation voxelise´e de la ge´ome´trie de l’espace poreux. L’annexe B rappelle
quelques proprie´te´s des ope´rateurs de Green ainsi que leur discre´tisation qui est ne´cessaire pour
l’imple´mentation pratique de la me´thode nume´rique.
Le chapitre 3 propose une re´flexion sur la strate´gie a` adopter pour construire des estimations
de la perme´abilite´ a` partir de motifs morphologiques simplifie´s. Sur la base de la de´finition de
“cellules perme´ables e´quivalentes”, une bibliothe`que de briques e´le´mentaires pour l’e´laboration
de mode`les microme´caniques de la perme´abilite´ est mise en place, en s’efforc¸ant de prendre en
compte l’effet du glissement aux parois pour les gaz ainsi que la forme des constituants de la
microstructure. Ces outils sont applique´s a` la mode´lisation d’effets de type Klinkenberg et a`
une tentative de mode´lisation de la perme´abilite´ relative. L’annexe C de´taille les expressions
des fonctions associe´es de Legendre et des fonctions de Gegenbauer qui ont e´te´ utilise´es pour le
calcul des estimations de la perme´abilite´ en ge´ome´trie sphe´ro¨ıdale.
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Le chapitre 4 relate la campagne de caracte´risation expe´rimentale des proprie´te´s pe´tro-
physiques et de transfert conduite sur diverses roches argileuses. L’accent est porte´ sur la ca-
racte´risation de l’espace poreux et des proprie´te´s de transfert. La porosite´, dont la valeur joue
un roˆle de´terminant sur la quantite´ de gaz en place dans un re´servoir, est de´licate a` quantifier
lorsque les pores sont de taille nano-me´trique. Les perme´abilite´s tre`s faibles constituent par
ailleurs une gageure pour les mesures en raison des longues dure´es de mise a` l’e´quilibre. Les
effets de la pression de confinement, de la saturation partielle en eau et du glissement aux parois
sont e´tudie´s en de´tail. Enfin, la pression de perce´e du gaz a` travers une roche sature´e en eau
est mesure´e sur plusieurs roches de couverture. L’annexe D synthe´tise un ensemble de re´sultats
expe´rimentaux auxquels se re´fe`re ce chapitre.
La partie II est de´die´e a` l’homoge´ne´isation des proprie´te´s de re´sistance de mate´riaux ductiles
he´te´roge`nes.
Le chapitre 5 rappelle le cadre de l’homoge´ne´isation des proprie´te´s de re´sistance et la possi-
bilite´ de de´finir un proble`me visqueux fictif dont la solution caracte´rise les e´tats de contrainte
sur la frontie`re du domaine de re´sistance macroscopique. Une me´thode nume´rique efficace pour
re´soudre ce proble`me visqueux fictif non line´aire est propose´e pour l’homoge´ne´isation des pro-
prie´te´s de re´sistance en conditions aux limites pe´riodiques. La me´thode est base´e sur l’intro-
duction d’une grille de discre´tisation re´gulie`re et le recours aux transforme´es de Fourier rapides
(FFT). L’annexe E pre´sente de nouveaux re´sultats concernant la convergence de l’algorithme
nume´rique utilise´ pour la re´solution du syste`me discret auquel la me´thode conduit.
Le chapitre 6 introduit la prise en compte d’imperfections des interfaces entre les diffe´rents
constituants. L’homoge´ne´isation des proprie´te´s de re´sistance est alors conduite par re´solution
d’un proble`me visqueux non line´aire fictif au moyen de la me´thode se´cante modifie´e. Cette
me´thode permet l’estimation analytique des proprie´te´s non line´aires par des sche´mas base´s sur
la solution d’un proble`me de type Eshelby, ici ge´ne´ralise´ avec interfaces imparfaites. Ce chapitre
pre´sente un mode`le microme´canique a` trois e´chelles de description de mate´riaux constitue´s
d’une matrice argileuse renforce´e par des inclusions dont l’interface avec la matrice peut eˆtre
imparfaite. La matrice est elle meˆme suppose´e eˆtre un assemblage de grains en contact au travers
d’interfaces imparfaites a` l’e´chelle infe´rieure. L’annexe F propose une autre me´thode d’estimation
des proprie´te´s de re´sistance d’un composite a` matrice renforce´ par inclusions, sur la base de la
re´solution d’un proble`me de calcul a` la rupture sur une sphe`re composite.
La partie III pre´sente une relecture en e´lasto-plasticite´ des crite`res de re´sistances e´tablis
au chapitre 6.
Le chapitre 7 propose d’utiliser les me´canismes de ruine de´termine´s au chapitre 6 comme
me´canismes d’e´coulement plastique de la microstructure. La grande sensibilite´ a` la porosite´ des
crite`res de re´sistance pre´ce´demment introduits est mise a` profit pour proposer un e´crouissage
de la matrice argileuse par changement de porosite´. A` l’e´chelle du mate´riau argileux renforce´
par inclusions rigides, une hypothe`se de de´gradation des interfaces entre matrice et inclusions
est de plus introduite et entraˆıne la compe´tition entre deux me´canismes d’e´crouissage de signes
oppose´s lors d’une charge plastique du mate´riau. L’annexe G pre´sente l’algorithme utilise´ pour
les simulations e´lasto-plastiques ainsi que quelques re´sultats de simulations sur des trajets de
chargement en cellule triaxiale.
* *
*
Premie`re partie
Perme´abilite´
1
Chapitre 1
Approche microme´canique de la
perme´abilite´
Re´sume´ : L’objet de ce chapitre est la mode´lisation microme´canique de la perme´abilite´. La
perme´abilite´ est pre´sente´e comme le re´sultat de l’homoge´ne´isation micro-me´so des e´quations de
Stokes pour un mate´riau poreux (Stokes→Darcy). Le proble`me de microme´canique est soigneu-
sement de´fini a` l’aide d’un de´veloppement asymptotique a` deux e´chelles. Les cadres variation-
nels classiques associe´s a` ce proble`me sont e´tablis. A` l’aide de ce formalisme, une pre´sentation
cohe´rente et originale de bornes existantes comme nouvelles sur la perme´abilite´ d’un mate´riau
granulaire est propose´e. Ces bornes reposent sur des descriptions statistiques de la ge´ome´trie de
l’espace poreux par l’interme´diaire de fonctions de corre´lation. Enfin, le phe´nome`ne de glisse-
ment aux parois dans le cas de l’e´coulement d’un gaz est expose´ et inte´gre´ au proble`me d’ho-
moge´ne´isation.
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4 Approche microme´canique de la perme´abilite´
Notations :
– 1 et I de´signent respectivement le tenseur identite´ d’ordre deux et d’ordre quatre. J =
1
31 ⊗ 1 et K = I − J de´signent respectivement les tenseurs d’ordre quatre de projection
sphe´rique et de´viatorique.
– Le tenseur des contraintes σ est de´compose´ en contraintes moyenne σm et de´viatorique σd
de´finis par :
σm =
1
3
tr(σ) ; σd = σ − σm1 ; σd = √σd : σd.
– Le taux de de´formation d est de´compose´ en parties volumique dv et de´viatorique dd de´finies
par :
dv = tr(d) ; dd = d− 1
3
dv1 ; dd =
√
dd : dd.
– Le vecteur contrainte T = σ · n agissant sur une surface de normale unitaire n est
de´compose´ en contraintes normale Tn et tangentielle Tt :
T t = (1− n⊗ n) · T ; Tt =
√
T t · T t ; Tn = T · n.
– Le saut de vitesse JvK a` travers une surface est de´compose´ en saut de vitesse normal JvnK
et tangentiel JvtK :
JvtK = (1− n⊗ n) · JvK ; JvtK =
√
JvtK · JvtK ; JvnK = JvK · n.
– Les moyennes volumiques d’une fonction a sur un VER Ω, une phase Ωm et une interface
Γi sont note´es respectivement a
Ω = a, am et aΓi .
1.1 De´veloppement asymptotique des e´quations de Stokes
La pre´sentation s’appuie les travaux fondateurs de Auriault et Sanchez-Palencia [3] et sur la
pre´sentation de Boutin [18].
1.1.1 E´quations de Stokes
Afin de rendre compte des concepts de perme´abilite´ et de loi de Darcy a` l’e´chelle macrosco-
pique, on conside`re a` l’e´chelle microscopique l’e´coulement d’un fluide Newtonien incompressible
dans un milieu poreux. Le milieu poreux occupe le domaine Ω et est compose´ d’une phase po-
reuse Ωf sature´e en fluide et d’une phase solide Ωs (voir Fig. 1.1). L’interface entre les phases
fluide et solide est note´e Γ. Dans tout l’expose´, le solide est suppose´ inde´formable. La fonction
caracte´ristique de la phase fluide est de´finie par
χf (z) =
{
1 si z ∈ Ωf
0 sinon
(1.1)
et celle de la phase solide par χs(z) = 1− χf (z).
L’e´coulement d’un fluide Newtonien incompressible de viscosite´ µ dans le re´seau poreux est
de´crit par les e´quations de Stokes :
v = 0 (Γ)
div v = 0 (Ω)
d = grads v (Ω)
σ = −p1+ 2µd (Ωf )
divσ = − grad p+ µ∆v = 0 (Ωf )
divσ = 0 (Ωs)
σ · n continu (Γ)
(1.2)
ou` le champ de vitesse v doit eˆtre continu et ve´rifie la condition d’adhe´rence a` l’interface solide-
fluide. La vitesse est prolonge´e par continuite´ dans la phase solide par v = 0. La conservation
1.1. De´veloppement asymptotique des e´quations de Stokes 5
Ωs
Ωf
∂Ω
Ω
Γ
Fig. 1.1: Description d’un milieu poreux
de la masse est exprime´e par la condition d’incompressibilite´ du champ de vitesse. Le champ
de contrainte σ comporte une partie volumique qui est la pression p et une partie de´viatorique
qui de´pend line´airement du taux de de´formation d par l’interme´diaire de la viscosite´ µ. Dans
l’e´quation d’e´quilibre, les effets d’inertie sont ne´glige´s, de sorte que le champ de contrainte est
a` divergence nulle. Enfin, le vecteur contrainte doit eˆtre continu a` l’interface solide-fluide. Pour
finir de de´finir un proble`me d’e´coulement, il faudrait par ailleurs pre´ciser les conditions aux
limites applique´es sur la frontie`re du domaine Ω.
Pour faire apparaˆıtre la loi de Darcy, proce´dons tout d’abord a` une e´criture adimensionne´e
des e´quations de Stokes puis a` un de´veloppement asymptotique a` deux e´chelles d’espace.
1.1.2 E´quations adimensionne´es
L’e´coulement implique deux e´chelles d’espaces se´pare´es : la vitesse varie a` l’e´chelle d de la
taille des pores et la pression a` l’e´chelle L de la structure macroscopique avec ε = d/L ≪ 1.
Ainsi, dans l’e´quation d’e´quilibre, le gradient de pression calcule´ a` l’e´chelle L est de l’ordre de
grandeur des forces visqueuses calcule´es a` l’e´chelle d :
grad p = O
(
P
L
)
; µ∆v = O
(
µV
d2
)
. (1.3)
Par conse´quent, la jauge P de l’ordre de grandeur de la pression (et des contraintes) est relie´e
a` la jauge V de l’ordre de grandeur de la vitesse par
P =
µV L
d2
. (1.4)
Introduisons dans les e´quations de Stokes les variables adimensionne´es v˜ et p˜ de´finies par
v = V v˜ ; p = P p˜ =
µV L
d2
p˜ (1.5)
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et les ope´rateurs diffe´rentiels adimensionne´s par la longueur L. Apre`s simplification, les e´quations
d’e´quilibre et de conservation de la masse adimensionne´es s’e´crivent
− ˜grad p˜+ ε2∆˜v˜ = 0
d˜ivv˜ = 0
(1.6)
1.1.3 De´veloppement asymptotique a` deux e´chelles d’espace
Afin de capturer les deux e´chelles implique´es dans les fluctuations des champs, deux variables
d’espaces adimensionne´es sont introduites : la variable lente y = x/L et la variable rapide
z = x/d = y/ε. Du fait de la diffe´rence d’ordre de grandeur entre d et L, chaque champ
u = p˜, v˜, ... est suppose´ explicitement de´pendant des deux variables d’espaces adimensionne´es :
u(x) = U(y,z). De`s lors, les de´rive´es par rapport aux variables d’espaces sont
L grad = grady +
1
ε
gradz
Ldiv = divy +
1
ε
divz
L2∆˜ = ∆y +
1
ε2
∆z
(1.7)
Pour ge´rer les diffe´rences d’ordre de grandeur introduites par ε, chaque champ adimensionne´ u
est exprime´ sous la forme d’un de´veloppement asymptotique en puissances entie`res de ε
u(y,z) =
∑
i∈N
εiui(y,z) avec ui = O(1) (1.8)
La technique du de´veloppement asymptotique consiste a` injecter les de´veloppements (1.8) dans
les e´quations adimensionne´es (1.6), puis a` identifier les termes en facteur de chaque puissance
de ε :
E´quation d’e´quilibre dans la phase fluide :
terme ε−1 : − gradz p˜0 = divz σ˜0 = 0
terme ε0 : − grady p˜0 − gradz p˜1 +∆zv˜0 = 0
(1.9)
E´quation d’e´quilibre dans la phase solide :
terme ε−1 : divz σ˜0 = 0
terme ε0 : divy σ˜0 + divz σ˜1 = 0
(1.10)
E´quation de conservation de la masse :
terme ε−1 : divz v˜0 = 0
terme ε0 : divy v˜0 + divz v˜1 = 0
(1.11)
La condition d’adhe´rence sur Γ est ve´rifie´e par tous les termes v˜i du de´veloppement de la vitesse.
De meˆme, la continuite´ du vecteur contrainte a` travers Γ est ve´rifie´e par tous les termes σ˜i · n
du de´veloppement des contraintes.
1.1.4 Deux e´chelles de syste`mes d’e´quations aux de´rive´es partielles
Le terme de pression d’ordre 0 p˜0 ve´rifie (1.9-ε
−1) donc ne de´pend que de la variable lente
d’espace : c’est la pression macroscopique
p˜0(y,z) = p˜0(y) (1.12)
Le gradient de pression de macroscopique est alors fonction de la variable d’espace lente seule
grady p˜0(y) = α˜(y) (1.13)
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E´chelle micro
La combinaison de (1.9-ε0), (1.11-ε−1), (1.13) et de la condition d’adhe´rence montre que le
couple d’inconnues microscopiques (v˜0, p˜1) ve´rifie le syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles
par rapport a` la variable d’espace rapide z suivant :
v˜0 = 0 (z ∈ Γ)
divz v˜0 = 0 (z ∈ Ωf )
divz σ˜1 = − gradz p˜1 +∆zv˜0 = α˜(y) (z ∈ Ωf )
divz σ˜1 = − divy σ˜0 (z ∈ Ωs)
σ˜1 · n continu (z ∈ Γ)
(1.14)
Dans (1.14), le gradient de pression macroscopique α˜(y) est donne´ et joue le roˆle de chargement.
Le terme divy σ˜0 permet d’e´crire l’e´quilibre de la phase solide, est en moyenne proportionnel
a` α˜(y) au sens qui sera e´tabli (1.25). Le syste`me correspond aux e´quations de Stokes, ou` p˜1
est la fluctuation microscopique de la pression et v˜0 le champ de vitesse macroscopique. Le
taux de de´formation est d˜0 = grad
s
z v˜0 et σ˜1 = −p˜1 + 2d˜0 est la fluctuation microscopique des
contraintes. Pour fermer le proble`me, les conditions aux limites doivent eˆtre pre´cise´es et ce point
est particulie`rement de´licat. Usuellement, un argument de pe´riodicite´ de la microstructure est
invoque´. Dans le cas d’une microstructure ale´atoire, on ne sait pas de´finir rigoureusement les
conditions aux limites. Proce´dons pour l’instant en supposant que les conditions aux limites
soient telles que le proble`me aux de´rive´es partielles par rapport a` z de´fini sur la phase fluide
soit line´aire par rapport a` α˜(y). De`s lors, il existe un champ de tenseur k˜ d’ordre 2 tel que
v˜0(y,z) = −k˜(z) · α˜(y) (1.15)
Dans la suite, on prolonge par continuite´ v˜0 par une vitesse nulle dans la phase solide.
E´chelle macro
La pression macroscopique a e´te´ identifie´e dans (1.12). Soit Ω(y) un volume e´le´mentaire
repre´sentatif choisi suffisament grand pour rendre compte de l’e´coulement dans le milieu poreux
au voisinage du point y, mais de taille D faible devant la longueur L de fluctuation du champ
de pression macroscopique : ε≪ D/L≪ 1. Soulignons que nous sortons du cadre classique des
de´veloppements asymptotiques qui est usuellement conduit sous hypothe`se de pe´riodicite´ de la
microstructure et pour lequel le raisonnement qui suit est conduit sur la cellule de pe´riodicite´.
La vitesse macroscopique V˜ (y) est de´finie par inte´gration par rapport a` la variable d’espace
rapide z de la vitesse microscopique sur le domaine Ω(y) :
V˜ (y) =
1
|Ω(y)|
∫
Ω(y)
v˜0(y,z) dVz (1.16)
D’apre`s (1.15), on ve´rifie aise´ment que la vitesse et le gradient de pression macroscopiques sont
relie´s par la loi de comportement
V˜ (y) = −K˜(y) · α˜(y) avec K˜(y) = 1|Ω(y)|
∫
Ω(y)
k˜(y,z) dVz (1.17)
Il reste a` e´tablir l’e´quation de conservation de la masse pour V˜ (y). A` cet effet, inte´grons (1.11-ε0)
par rapport a` la variable d’espace rapide z sur le domaine Ω(y) :∫
Ω(y)
divy v˜0 + divz v˜1 dVz = 0 ⇒ divy V˜ (y) = − 1|Ω(y)|
∫
Ω(y)
divz v˜1 dVz (1.18)
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Appliquons le the´ore`me de la divergence au dernier terme, en se rappelant que l’ope´rateur
adimensionne´ divz s’obtient par multiplication de l’ope´rateur divergence dimensionne´ par un
facteur εL :
divy V˜ (y) = − εL|Ω(y)|
∫
∂Ω(y)
v˜1 · n dSz = O
(
εLD2
D3
)
= O
(
εL
D
)
≪ 1 (1.19)
Un re´sultat similaire a e´te´ e´tabli [82] dans un contexte de champs ale´atoires. L’e´coulement
macroscopique a donc e´te´ montre´ incompressible. Ainsi, le couple d’inconnues macroscopiques
(V˜ , p˜0) ve´rifie le syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles par rapport a` la variable d’espace
lente y suivant :
divy V˜ = 0 (y ∈ Ω)
V˜ = −K˜ · α˜ = −K˜ · grady p˜0 (y ∈ Ω)
(1.20)
Le syste`me (1.20) correspond effectivement aux e´quations de Darcy. Le retour aux variables
dimensionne´es dans (1.20) indique que
V = −K
int
µ
· grad p0 avec K int = d2K˜ = µK (1.21)
Ainsi, la perme´abilite´ intrinse`que K int est homoge`ne a` une surface et son ordre de grandeur
varie comme le carre´ de la taille des pores d.
Contraintes dans la phase solide
La repre´sentation macroscopique (1.20) de l’e´coulement ne fait pas apparaˆıtre d’e´quation
d’e´quilibre [18]. Une information importante peut toutefois eˆtre extraite de (1.9-ε0), (1.10-ε0) et
de la continuite´ du vecteur contrainte a` travers Γ a` tout ordre du de´veloppement.
Le VER Ω(y) pre´sente´ plus haut, de frontie`re ∂Ω(y), est scinde´ en une phase solide Ωs(y) et
une phase fluide Ωf (y). De meˆme, l’intersection de l’interface solide fluide Γ avec Ω(y) est note´e
Γ(y). L’inte´gration des e´quations d’e´quilibre d’ordre ε0 sur leurs phases respectives conduit a`∫
Ωf (y)
−α˜+ divz σ˜1 dVz = 0 ;
∫
Ωs(y)
divy σ˜0 + divz σ˜1 dVz = 0. (1.22)
La somme de ces deux identite´s est∫
Ωf (y)
α˜dVz −
∫
Ωs(y)
divy σ˜0 dVz =
∫
Ω(y)
divz σ˜1 dVz. (1.23)
La continuite´ vecteur contrainte σ˜1 · n a` travers Γ(y) permet d’appliquer le the´ore`me de la
divergence, en redimensionnant l’ope´rateur divergence comme pour (1.19) :
1
|Ω(y)|
∫
Ωf (y)
α˜dVz − 1|Ω(y)|
∫
Ωs(y)
divy σ˜0 dVz =
εL
|Ω(y)|
∫
∂Ω(y)
σ˜1 · n dSz (1.24)
Dans la limite ou` le VER Ω(y) est pris suffisament grand, (1.24) implique
φα˜ = (1− φ)divy σ˜0s (1.25)
ou` φ = |Ωf (y)|/|Ω(y)| est la porosite´. La condition (1.25) est primordiale puisqu’elle implique
que les contraintes microscopiques σ˜1 sont auto-e´quilibre´es en moyenne sur un VER.
Remarquons que dans le cas ou` la microstructure est pe´riodique et Ω(y) est la cellule de
pe´riodicite´, (1.24) et (1.19) s’annulent directement par pe´riodicite´.
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1.2 De´finition du proble`me d’homoge´ne´isation pour la
perme´abilite´
L’analyse asymptotique de la section pre´ce´dente permet maintenant de de´finir sur un VER
Ω un proble`me d’homoge´ne´isation pour le calcul de la perme´abilite´ K a` partir de la ge´ome´trie
du milieu poreux. Dans la suite, toutes les expressions sont de nouveau dimensionne´es. Les
grandeurs macroscopiques sont la vitesse moyenne V et le gradient de pression macroscopique
α.
1.2.1 E´quations de champs
Le proble`me d’homoge´ne´isation doit reposer sur le syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles
(1.14), dans lequel le gradient de pression macroscopique α est constant. Dans la suite, les champs
microscopiques dimensionne´s sont la vitesse et les contraintes qui correspondent a`
v = V v˜0
σ =
µV L
d2
σ˜1 −α · z1
(1.26)
Dans σ, le de´calage −α · z1 par rapport a` la fluctuation microscopique de la contrainte σ1
est choisi afin que σ soit a` divergence nulle dans la phase fluide. Par ailleurs, au regard de
la condition d’e´quilibre en moyenne (1.25) pour les contraintes macroscopiques dans le solide,
l’e´quation d’e´quilibre s’e´crit
divσ(z) =
{
0 si z ∈ Ωf
αs(z) si z ∈ Ωs
avec αs(z)
s
=
−α
1− φ (1.27)
Le champ αs(z), inde´termine´ localement, provient des contraintes macroscopiques dans le solide.
Plus pre´cise´ment, c’est le champ dimensionne´ qui correspond a` − divy σ˜0− α˜. Il reste a` pre´ciser
les conditions aux limites sur la frontie`re ∂Ω du VER pour de´finir comple`tement les espaces de
champs cine´matiquement (resp. statiquement) admissibles C (resp. S).
1.2.2 Conditions aux limites
Le choix des conditions aux limites est guide´ par l’e´quation de conservation de la masse a`
l’e´chelle macroscopique divV = 0, qui est ne´cessairement ve´rifie´e d’apre`s (1.19) si le flux de
vitesse microscopique a` travers la frontie`re ∂Ω du VER est nul. Les conditions aux limites dans
C sont donc choisies pour eˆtre compatible avec :
∀u ∈ C,
∫
∂Ω
u · n dS = 0 (1.28)
Remarquons que (1.28) est aussi une conse´quence de div v = 0 car une seule variable d’espace est
maintenant utilise´e. Par ailleurs, il s’ave`rera utile a` l’e´tablissement de the´ore`mes e´nerge´tiques de
choisir les espaces des champs cine´matiquement et statiquement admissibles tels que la puissance
suivante ve´rifie :
∀u ∈ C(V ), ∀σ′ ∈ S(α), 1|Ω|
∫
∂Ω
u · σ′ · n dS = −V ·α (1.29)
Pre´sentons trois types de conditions aux limites utilise´s dans la litte´rature qui ve´rifient les deux
conditions (1.28) et (1.29).
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Conditions aux limites pe´riodiques
Les conditions aux limites pe´riodiques ont e´te´ utilise´es pour une pre´sentation naturelle des
de´veloppements asymptotiques pre´ce´dents notamment par Boutin [18], Ene et Sanchez-Palencia
[38]. Les conditions aux limites sont
v pe´riodique (∂Ω)
(σ +α · z1) · n anti-pe´riodique (∂Ω) (1.30)
Pour les conditions aux limites pe´riodiques, les ensembles des champs cine´matiquement (resp.
statiquement) admissibles avec la vitesse macroscopique V (resp. gradient de pression macro-
scopique α) sont :
Cp(V ) = {u |divu = 0 (Ω), u = 0 (Γ ∪ Ωs), u pe´riodique (∂Ω), u = V }
Sp(α) =
{
σ
∣∣∣∣ (σ +α · z) · n anti-pe´r. (∂Ω), Jσ · nK = 0 (Γ), divσ = 0 (Ωf ), divσs = −α1− φ
}
(1.31)
Conditions de vitesse uniforme
Elles sont aussi appele´es conditions aux limites de Kuwabara par certains auteurs en re´fe´rence
aux travaux de Kuwabara [59]. Elles supposent que la frontie`re ∂Ω n’est en contact qu’avec la
phase fluide.
u = V (∂Ω) (1.32)
Pour les conditions aux limites de vitesse uniforme, les ensembles des champs cine´matiquement
(resp. statiquement) admissibles avec la vitesse macroscopique V (resp. gradient de pression
macroscopique α) sont :
Cv(V ) = {u | divu = 0 (Ω), u = 0 (Γ ∪ Ωs), u = V (∂Ω)}
Sv(α) =
{
σ
∣∣∣∣ Jσ · nK = 0 (Γ), divσ = 0 (Ωf ), divσs = −α1− φ
}
(1.33)
Conditions mixtes : vitesse normale uniforme, vecteur contrainte tangentiel nul
Aussi appele´e conditions aux limites de Happel par certains auteurs en re´fe´rence a` Happel
[47]. L’utilisation de ces conditions aux limites suppose que seules les portions de la frontie`re
∂Ω dont la normale est orthogonale a` la vitesse macroscopique peuvent eˆtre en contact avec la
phase solide.
un = u · n = V · n (∂Ω)
T t = (1−n⊗ n) · (σ · n) = 0 (∂Ω)
(1.34)
Pour les conditions aux limites mixtes de vitesse normale uniforme et vecteur contrainte tan-
gentiel nul, les ensembles des champs cine´matiquement (resp. statiquement) admissibles avec la
vitesse macroscopique V (resp. gradient de pression macroscopique α) sont :
Cm(V ) = {u |divu = 0 (Ω), u = 0 (Γ ∪ Ωs), u · n = V · n (∂Ω)}
Sm(α) =
{
σ
∣∣∣∣ Jσ · nK = 0 (Γ), σ · n = σnnn (∂Ω), divσ = 0 (Ωf ), divσs = −α1− φ
}
(1.35)
Les ensembles suivants sont par ailleurs introduits pour les trois types de conditions aux
limites pe´riodiques, de vitesse uniforme ou mixtes (p, v et m) :
C = ∪V C(V ) ; S = ∪αS(α) (1.36)
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ou` les indices p, v et m se re´fe`rent aux conditions aux limites pe´riodiques, de vitesse uniforme
et mixtes. Pour les conditions aux limites de vitesse uniforme ou mixtes, la condition d’incom-
pressibilite´ implique que l’on a bien V = v. Notons que les ensembles statiques incluent un type
de condition aux limites “en moyenne”, non classique, qui porte sur divσ
s
.
1.2.3 Solution du proble`me d’homoge´ne´isation
Si le gradient de pression macroscopique est impose´ et la vitesse macroscopique inde´termine´e,
le proble`me d’homoge´ne´isation est
trouver v ∈ C et σ ∈ S(α) tels que ∀z ∈ Ωf , σ = −p1+ 2µd avec d = grads v (1.37)
La vitesse macroscopique se de´duit de la solution de (1.37) par
V = v =
1
|Ω|
∫
Ω
v dV =
1
|Ω|
∫
Ωf
v dV (1.38)
Re´ciproquement, si la vitesse macroscopique est impose´e, le gradient de pression macrosco-
pique est inde´termine´ et le proble`me d’homoge´ne´isation est alors, pour chaque type de conditions
aux limites :
trouver v ∈ C(V ) et σ ∈ S tels que ∀z ∈ Ωf , σ = −p1+ 2µd avec d = grads v (1.39)
Le gradient de pression macroscopique se de´duit de la solution de (1.39) par
α = −(1− φ)divσs (1.40)
L’expression (1.40) n’est ge´ne´ralement pas directement utilisable en pratique. A` l’aide du
the´ore`me de la divergence, on montre
α =
1
|Ω|
∫
Γ
σ · nf→s dS si ∂Ωs = Γ (1.41)
c’est a` dire lorsque la frontie`re du VER n’est en contact qu’avec la phase fluide, ce qui est une
condition ne´cessaire a` l’utilisation des conditions de vitesse uniforme. Dans le cas des conditions
aux limites mixtes, pour lesquelles seules les parties de la frontie`re ∂Ω dont la normale est
orthogonale a` V peuvent eˆtre en contact avec la phase solide, on montre par ailleurs
α · V = V|Ω| ·
∫
Γ
σ · nf→s dS si C.L. mixtes (1.42)
Dans le cas des conditions aux limites pe´riodiques, lorsque (1) le VER est un pave´ de longeur Li
dans chaque direction ei et (2) Si est l’aire de la portion de la face de normale ei qui n’est pas
en contact avec le fluide (en tenant compte d’une reproduction pe´riodique du VER), on montre :
(I − η) ·α = 1|Ω|
∫
Γ
σ · nf→s dS si C.L. pe´riodiques (1.43)
ou` η est le tenseur d’ordre 2 diagonal de valeurs propres dans [0; 1] suivant :
η =
3∑
i=1
LiSi
|Ω| ei ⊗ ei (1.44)
construit tel que
1
|Ω|
∫
∂Ω∩∂Ωs
(α · z)n dS = η ·α (1.45)
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1.3 Cadres variationnels classiques
1.3.1 Dualisation de l’e´quation d’e´quilibre : un lemme de Hill pour la
perme´abilite´
L’e´quation d’e´quilibre est dualise´e par conside´ration du produit scalaire suivant et simplifi-
cation :
∀u ∈ C(V ), ∀σ′ ∈ S(α) 1|Ω|
∫
Ω
u · divσ′ dV = 0 (1.46)
Par ailleurs, le the´ore`me de la divergence permet d’e´crire
∀u ∈ C(V ), ∀σ′ ∈ S(α)
∫
Ω
u · divσ′ dV = −
∫
Ω
d(u) : σ′ dV +
∫
∂Ω
u · σ′ · n dS (1.47)
Dans la suite, C(V ) et S(α) se re´fe`rent au meˆme type de conditions aux limites (pe´riodique,
vitesse uniforme ou mixte). Ces ensembles ont e´te´ spe´cifiquement choisis afin de ve´rifier la
proprie´te´ (1.29). Ainsi le the´ore`me suivant, analogue du lemme de Hill en e´lasticite´, est e´tabli :
∀u ∈ C(V ), ∀σ′ ∈ S(α) d(u) : σ′ = −V ·α (1.48)
Cette proprie´te´ va maintenant eˆtre invoque´e pour pre´senter plusieurs cadres variationnels clas-
siques. Par analogie avec un proble`me d’e´lasticite´ line´aire, nous re´fe`rerons aux principes varia-
tionnels par “minimum de l’e´nergie potentielle” et “minimum de l’e´nergie comple´mentaire” mais
rigoureusement cette appellation est galvaude´e car il s’agit ici de puissance et non d’e´nergie. Une
pre´sentation de´taille´e de ces principes est propose´e et illustre´e dans des contextes line´aires et
non line´aires dans [34].
1.3.2 Minimum de l’e´nergie potentielle
Vitesse macroscopique impose´e
Soit (v,σ) le couple solution de (1.39). Alors, d’apre`s la loi de comportement macroscopique,
σ ∈ S(−K−1 · V ). Ainsi, pour le couple (v,σ) solution de (1.39), le lemme de Hill (1.48)
implique :
∀u ∈ C(V ′) V ′ ·K−1 · V = 2µd(u) : d(v) (1.49)
Pour tout champ u ∈ C(V ), le champ δu = u− v ∈ C(0). Par conse´quent,
∀u ∈ C(V ) µd(u) : d(u) = µd(v) : d(v) + µd(δu) : d(δu) + 2µd(δu) : d(v)
= µd(v) : d(v) + µd(δu) : d(δu)
≥ µd(v) : d(v) = 1
2
V ·K−1 · V
(1.50)
L’e´galite´ est atteinte uniquement pour u = v car la forme quadratique u → µd(u) : d(u) est
de´finie positive. En conclusion, v solution de (1.39) peut eˆtre caracte´rise´ comme le champ de
C(V ) qui re´alise le minimum de l’e´nergie potentielle :
1
2
V ·K−1 · V = inf
u∈C(V )
µd(u) : d(u) (1.51)
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Gradient de pression macroscopique impose´
Soit (v,σ) le couple solution de (1.37). Alors, d’apre`s la loi de comportement macroscopique,
v ∈ C(−K ·α). Pour tout champ u ∈ C, le champ δu = u−v ∈ C(u+K ·α). Proce´dant comme
pour (1.50), il vient :
∀u ∈ C µd(u) : d(u) = 1
2
α ·K ·α+ µd(δu) : d(δu)−α · (u+K ·α) (1.52)
Comme pre´ce´dement, il s’en suit que v solution de (1.37) peut eˆtre caracte´rise´ comme l’unique
champ de C qui re´alise le minimum de l’e´nergie potentielle :
− 1
2
α ·K ·α = inf
u∈C
µd(u) : d(u) +α · u (1.53)
1.3.3 Minimum de l’e´nergie comple´mentaire
Gradient de pression macroscopique impose´
Soit (v,σ) le couple solution de (1.37). Alors v ∈ C(−K ·α) d’apre`s la loi de comportement
macroscopique et le lemme de Hill (1.48) implique :
∀σ′ ∈ S(α′) α′ ·K ·α = σ′ : K : σχf/2µ (1.54)
ou` χf est la fonction indicatrice de la phase fluide. Pour tout champ σ
′ ∈ S(α), le champ
δσ = σ′ − σ ∈ S(0), de sorte que par analogie avec (1.50) :
∀σ′ ∈ S(α) σ′ : K : σ′χf/2µ = σ : K : σχf/2µ+ δσ : K : δσχf/2µ ≥ α ·K ·α (1.55)
Finalement, le champ σ solution de (1.37) peut eˆtre caracte´rise´ comme l’unique champ de S(α)
re´alisant le minimum de l’e´nergie comple´mentaire :
1
2
α ·K ·α = inf
σ′∈S(α)
1
2
σ′ : K : σ′χf/2µ (1.56)
Vitesse macroscopique impose´e
Soit (v,σ) le couple solution de (1.39). Alors, d’apre`s la loi de comportement macroscopique,
σ ∈ S(−K−1·V ). Pour tout champ σ′ ∈ S, le champ δσ′ = σ′−σ ∈ S(−(1−φ)divσ′s+K−1·V ).
Proce´dant comme pour (1.55), il vient :
∀σ′ ∈ S σ′ : K : σ′χf/4µ = 1
2
V ·K−1 · V + δσ : K : δσχf/4µ− V ·
(
−(1− φ)divσ′s +K−1 · V
)
(1.57)
Comme pre´ce´dement, il s’en suit que σ solution de (1.39) peut eˆtre caracte´rise´ comme l’unique
champ de S qui re´alise le minimum de l’e´nergie comple´mentaire :
− 1
2
V ·K−1 · V = inf
σ′∈S
σ′ : K : σ′χf/4µ− V · (1− φ)divσ′s (1.58)
Le terme (1−φ)divσ′s dans (1.58) peut se simplifier en utilisant (1.41), (1.42) ou (1.43) suivant
le type de conditions aux limites et la configuration du VER. Lorsque la frontie`re ∂Ω n’est en
contact qu’avec la phase fluide, il correspond a` la force de traˆıne´e applique´e par le fluide sur le
solide, normalise´e par le volume du VER.
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1.3.4 Fluctuation microscopique des contraintes
Il s’ave`re parfois plus aise´ de travailler avec la fluctuation microscopique des contraintes
σ1 qu’avec σ = σ1 − α · z1 comme choisi pre´ce´demment (voir (1.26)). L’ensemble S1(α) des
champs σ1 statiquement admissible est obtenu a` partir de S(α) en effectuant le remplacement
σ = σ1 −α · z.
L’inte´reˆt de cette convention est que la fluctuation des contraintes est auto-e´quilibre´e car
divσ = 0 (z ∈ Ωf ) devient divσ1 = α (z ∈ Ωf ) et divσs = −α/(1 − φ) devient divσ1s =
−φα/(1 − φ), de sorte que divσ1 = 0. Le lemme de Hill (1.48) et les re´sultats variationnels
(1.51), (1.53), (1.56) sont pre´serve´s en remplac¸ant simplement σ′ par σ′1 et S par S1. Le re´sultat
(1.58) est aussi pre´serve´ a` la condition supple´mentaire de remplacer le terme de travail virtuel
des de´placements donne´s V · (1− φ)divσ′s par V · (1− φ)/φdivσ′1
s
ou par −V · divσ′1
f
.
1.4 Bornes sur la perme´abilite´ d’un milieu poreux
La premie`re utilisation des cadres variationnels expose´s ci-dessus est due a` Prager [78]. Des
ame´liorations successives ont notamment e´te´ propose´es par Weissberg et Prager [104], Berryman
et Milton [11]. Une contribution majeure a par ailleurs e´te´ apporte´e par Doi [31] puis de´cline´e
dans des cas polydisperses simultane´ment par Given et Stell [43] et Torquato et Lu [101]. La
plupart de ces ide´es sont pre´sente´es dans un cadre unifie´ dans Rubinstein et Torquato [82].
Pre´sentons deux contributions majeures base´es sur le minimum de l’e´nergie comple´mentaire
avec gradient de pression impose´ (1.56) et les ensembles de champs admissibles avec les conditions
de vitesse uniforme (1.33). L’originalite´ de cette pre´sentation est d’utiliser le meˆme formalisme
pour l’obtention de toutes ces bornes supe´rieures.
Pour cette pre´sentation, la fluctuation microscopique des contraintes σ1 = σ + α · z1 est
adopte´e comme grandeur statique pour respecter les conventions utilise´es par les auteurs men-
tionne´s ci-dessus.
Signalons la possibilite´ de construire des bornes infe´rieures a` l’aide du minimum de l’e´nergie
potentielle [34]. Dans le cas d’une repre´sentation ale´atoire de la microstructure, ce principe est
difficile a` utiliser puisqu’il faut construire des champs cine´matiques continus qui ve´rifient la
condition d’adhe´rence a` l’interface solide-fluide.
1.4.1 Pre´liminaire : fonctions de corre´lation
Les bornes qui suivent vont faire apparaˆıtre des descripteurs statistiques de la microstructure
appele´s fonctions de corre´lations a` n-points. Leur de´finition est base´e sur les fonctions indicatrices
(ou caracte´ristiques) de chaque phase. La fonction caracte´ristique de la phase fluide χf (z) est
de´finie par (1.1). L’interface solide-fluide Γ peut eˆtre de´crite au moyen de la distribution δΓ(z)
qui correspond a` une distribution de Dirac sur Γ. Dans la suite, on se place dans la situation
d’un milieu statistiquement homoge`ne et stationnaire.
Les fonctions de corre´lation a` un point d’une phase volumique sont la probabilite´ de trouver
un point dans une phase donne´e. Par exemple, la fonction de corre´lation a` un point de la phase
fluide est la moyenne < χf >= φ. En revanche, la probabilite´ de trouver un point sur l’interface
solide-fluide est nulle. La fonction de corre´lation a` un point de l’interface solide-fluide est donc
de´finie par un passage a` la limite. Soit Γε la somme de Minkowski de Γ et d’une boule de centre
0 et de rayon ε/2. Le domaine Γε peut eˆtre vu comme l’interface Γ a` laquelle est confe´re´e une
e´paisseur ε. Notons χΓε la fonction caracte´ristique qui prend la valeur 1 sur Γε et qui s’annule
ailleurs. La fonction de corre´lation a` un point de l’interface est de´finie comme la limite quand ε
tend vers 0 de la moyenne < χΓε > /ε. Elle correspond a` la surface spe´cifique γ = |Γ|/|Ω|. Sous
hypothe`se d’ergodicite´, la fonction de corre´lation a` un point de l’interface correspond donc a` la
moyenne volumique de la distribution δΓ.
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Les fonctions de corre´lations a` deux points entre deux phases volumiques sont de´finies comme
la probabilite´ de trouver dans une phase l’extre´mite´ d’un segment r jette´ ale´atoirement et l’autre
extre´mite´ dans la deuxie`me phase. Dans le cas ou` au moins une des phases n’est pas volumique
mais est une surface, il faut proce´der par passage a` la limite. Par exemple, les fonctions de
corre´lation a` deux points fluide-fluide, fluide-surface et surface-surface sont de´finies comme
Fvv(r) = 〈χf (x)χf (x+ r)〉
Fvs(r) = lim
ε→0
1
ε
〈χf (x)χΓε(x+ r)〉
Fss(r) = lim
ε→0
1
ε2
〈χΓε(x)χΓε(x+ r)〉
(1.59)
ou` l’indice v se re´fe`re a` “volume” et s a` “surface”. Lorsque les deux points sont tre`s e´loigne´s
devant la taille caracte´ristique de la microstructure, les variables sont de´corre´le´es de sorte que
les fonctions de corre´lation a` deux points ve´rifient
lim
r→∞
Fvv(r) = φ
2 ; lim
r→∞
Fvs(r) = φγ ; lim
r→∞
Fss(r) = γ
2 (1.60)
avec une convergence exponentielle.
Une description statistique de la microstructure plus comple`te est donne´e par les fonctions
de corre´lation a` trois points de´finies par
Fvvv(r, s) = 〈χf (z)χf (z + r)χf (z + s)〉
Fvvs(r, s) = lim
ε→0
1
ε
〈χf (z)χf (z + r)χΓε(z + s)〉
Fvss(r, s) = lim
ε→0
1
ε2
〈χf (z)χΓε(z + r)χΓε(z + s)〉
(1.61)
Dans la litte´rature, les pre´cautions de passage a` la limite ne sont pas toujours prises. Dans ce
cas, les termes en χΓε/ε sont abusivement remplace´s par la distribution δΓ. Les fonctions de
corre´lation a` deux et trois points pour une distribution ale´atoire de grains solides sphe´riques
inter-pe´ne´trables de rayon R sont donne´es dans l’Annexe A.
1.4.2 Bornes “a` deux points”
Borne de Prager [78]
Le champ de test de fluctuation microscopique des contraintes σ′1 ∈ S1v (α) est recherche´
comme le champ solution des e´quations de Stokes dans un milieu uniforme constitue´ uniquement
de fluide sur Ω. Cette strate´gie entretient un lien avec les techniques de polarisation en e´lasticite´,
a` ceci pre`s qu’a` la place de conside´rer un chargement fictif par pre´contrainte on conside`re un
chargement fictif par un champ de force. Dans ce proble`me, la vitesse est constante sur ∂Ω. Une
force volumique uniforme −α est applique´e sur Ωf et une force volumique uniforme φ/(1−φ)α
est applique´e sur Ωs (qui ici contient du fluide). Le chargement est donc assure´ par la force
volumique f qui ve´rifie f = 0 et de´finie sur tout le VER par
f(z) =
φ
1− φαχs(z)−αχf (z) =
φ− χf (z)
1− φ α (1.62)
Par construction, σ′1 appartient bien a` S1v (α). Le champ de vitesse u′ associe´ s’exprime a` l’aide
de l’ope´rateur de Green G du milieu visqueux uniforme :
u′(z) =
∫
G(z,x) · f(x) dVx (1.63)
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L’e´nergie de contrainte W ∗(σ′1) qui intervient dans (1.53) peut alors directement s’exprimer a`
partir de u′ par
α ·K ·α ≤ 2W ∗(σ′1) = σ′1 : K : σ′1χf/2µ = d(u′) : σ′1χf (1.64)
Lorsque σ1 et d sont exprime´s directement a` partir du champ de force dans (1.64), la borne fait
apparaˆıtre des fonctions de corre´lation a` trois points. Dans un premier temps, cette complexite´
peut eˆtre contourne´e pour ne faire apparaˆıtre que des fonctions de corre´lation a` deux points
suivant Prager [78]. En effet, la densite´ d’e´nergie de contrainte e´tant positive, enlever le terme
χf dans l’expression pre´ce´dente fournit le majorant :
α ·K ·α ≤ d(u′) : σ′1 =
1
|Ω|
(∫
∂Ω
u′ · σ′1 · n dS −
∫
Ω
u′ · divσ′1 dV
)
(1.65)
Le terme de surface disparaˆıt car la vitesse est constante sur ∂Ω et la fluctuation des contraintes
est auto-e´quilibre´e. Dans le terme de volume, divσ′1 = −f de sorte que
α ·K ·α ≤ 1|Ω|
∫
Ω
∫
Ω
f(z) ·G(z,x) · f(x) d Vz dVx (1.66)
Ensuite, effectuons l’approximation classique qui consiste a` remplacer l’ope´rateur de Green
G(z,x) du domaine Ω par celui du milieu infiniG∞(z−x) qui vaut, dans le cas incompressible :
G∞(r) =
1+ er ⊗ er
8π µ r
(1.67)
Pour que cette approximation soit bonne, il faut appliquer G∞ a` un champ de force de moyenne
nulle f − f , ce qui est de´ja` ve´rifie´ ici. Avec le changement de variable r = z − x le majorant
(1.66) devient :
1
|Ω|
∫
Ω
∫
Ω
f(r + x) ·G∞(r) · f(x) dVr dVx (1.68)
En particulier, pour le choix de champ de force volumique (1.62), l’expression (1.68) devient
1
(1− φ)2
∫
α ·G∞(r) ·α
(
1
|Ω|
∫
Ω
(φ− χf (r + x)) (φ− χf (x)) dVx
)
dVr (1.69)
Sous hypothe`ses de stationnarite´ et d’ergodicite´, cette expression fait apparaˆıtre la fonction de
corre´lation a` deux points Fvv(r) de la phase fluide (1.59) :∫
1
(1− φ)2α ·G
∞(r) ·α (Fvv(r)− φ2) dVr (1.70)
Si de plus le milieu est isotrope, alors Fvv(r) = Fvv(r) et K = K
int/µI. La fin du calcul fait
intervenir la moyenne angulaire de er ⊗ er qui vaut :
1
4π
∫
sphe`re unite´
er ⊗ er dS = 1
3
1 (1.71)
La perme´abilite´ intrinse`que est majore´e par la borne “a` deux points” suivante1 :
K int ≤ 2
3(1− φ)2
∫ ∞
r=0
r
(
Fvv(r)− φ2
)
d r (1.72)
L’inte´grale est convergente puisque les convergences mentionne´es (1.60) sont exponentielles.
Remarquons que les conditions d’e´quilibre ont permis de fixer a priori l’intensite´ de la force
dans le solide a` partir de celle dans le fluide. Au contraire, dans les pre´sentations classiques, les
conditions d’e´quilibre ne sont pas invoque´es et l’intensite´ de la force dans le solide est choisie a
posteriori pour assurer la convergence de l’inte´grale (1.72).
1Dans le travail original de Prager [78], le coefficient 9/10 a e´te´ obtenu au lieu de 2/3, comme remarque´ et
corrige´ par Berryman et Milton [11].
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Borne de Doi [31]
La borne de Doi [31] suit la meˆme strate´gie mais avec une distribution surfacique constante
de force a` l’interface solide-fluide a` la place de la force volumique constante dans le solide. Le
seul choix qui permet d’eˆtre statiquement admissible est
f(z) =
φ
γ
αδΓ(z)−αχf (z) (1.73)
ou` γ = |Γ|/|Ω| est la surface spe´cifique de l’interface solide-fluide. L’expression (1.68) devient∫
α ·G∞(r) ·α
(
1
|Ω|
∫
Ω
(
φ
γ
δΓ(r + x)− χf (r + x)
)(
φ
γ
δΓ(x)− χf (x)
)
dVx
)
dVr (1.74)
et ne´cessite l’introduction des fonctions de corre´lation volume-surface Fvs et surface-surface Fss
(1.59). La borne de Doi [31] est finalement
K int ≤ 2
3
∫ ∞
r=0
r
(
Fvv(r)− 2φ
γ
Fvs(r) +
φ2
γ2
Fss(r)
)
d r (1.75)
L’inte´grale est convergente puisque les convergences mentionne´es (1.60) sont exponentielles.
Borne compose´e
Proposons maintenant une nouvelle contribution. Le cadre mis en place invite a` composer
les deux champs de force pre´ce´dents avec λ quelconque :
f(z) = α
(
λ
φ
γ
δΓ(z) + (1− λ) φ
1− φχs(z)− χf (z)
)
(1.76)
Cette classe de champs de force ve´rifie les conditions pour construire un champ statiquement
admissible. De plus, comme elle contient celles propose´es par Prager et Doi, la borne obtenue
sera ne´cessairement meilleure. L’application du meˆme raisonnement que pre´ce´demment conduit
a`
∀λ ∈ R K int ≤
(
1− λφ
1− φ
)2
Ivv − 2λ(1 − λφ)
(1− φ) Ivs + λ
2Iss (1.77)
ou` les inte´grales suivantes ont e´te´ introduites
Ivv =
2
3
∫ ∞
r=0
r
(
Fvv(r)− φ2
)
d r
Ivs =
2
3
∫ ∞
r=0
r
φ
γ
(Fvs(r)− φγ) d r
Iss =
2
3
∫ ∞
r=0
r
φ2
γ2
(
Fss(r)− γ2
)
d r
(1.78)
La borne de Prager (1.72) est retrouve´e pour λ = 0 et celle de Doi (1.75) pour λ = 1. La valeur
optimale de λ est donne´e par
λopt =
φIvv + (1− φ)Ivs
φ2Ivv + 2φ(1− φ)Ivs + (1− φ)2Iss (1.79)
de sorte que la meilleure borne a` deux points pour cette classe de champ de force est
K int ≤ IssIvv − I
2
vs
φ2Ivv + 2φ(1 − φ)Ivs + (1− φ)2Iss (1.80)
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Fig. 1.2: Bornes, estimations et calculs nume´riques de la perme´abilite´ pour des grains sphe´riques
pe´ne´trables monodisperses. Les perme´abilite´s sont normalise´es par (3.23) qui correspond a` une
estimation valable uniquement dans la limite dilue´e.
Les trois bornes a` deux points ci-dessus peuvent eˆtre e´value´es a` l’aide des fonctions de
corre´lation en annexe A pour une microstructure dont la phase solide est compose´e de grains
sphe´riques monodisperses parfaitement inter-pe´ne´trables ale´atoirement re´partis. Les re´sultats
sont pre´sente´s Fig. 1.2. La borne a` deux points de Doi ame´liore significativement celle de Prager.
La borne compose´e n’ame´liore celle de Doi que de 10% au mieux, aux faibles porosite´s. Il est
inte´ressant de noter que la valeur optimale de λopt est toujours plus grande que 1 (au maximum
1,35 aux faibles porosite´s), ce qui montre que le champ de force surfacique est largement privile´gie´
et explique pourquoi la borne de Doi est meilleure que celle de Prager.
Des re´sultats similaires pour des grains solides sphe´riques impe´ne´trables ont e´te´ e´tablis par
[9, 82]. Pour cette morphologie, la perme´abilite´ estime´e est toujours plus faible que pour les
sphe`res inter-pe´ne´trables.
1.4.3 Bornes “a` trois points”
La majoration χf ≤ 1 effectue´e pre´ce´demment est particulie`rement crue lorsque la porosite´
est faible. Dans ce cas, il faut re´aliser un calcul direct. Pour calculer le taux de de´formation,
notons G(z,x) = grad
s(1,2)
z G(z,x) l’ope´rateur tensoriel d’ordre 3 tel que
d(z) =
∫
Ω
G(z,x) · f(x) dVx = (G ∗ f) (z) (1.81)
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Alors (1.64) devient
α ·K ·α ≤ 2µ|Ω|
∫
Ω
∫ ∫
χf (z)G(z,x) · f(x) : G(z,y) · f(y) dVx dVy dVz (1.82)
En utilisant l’ope´rateur de Green du milieu infini, le majorant est
2µ
|Ω|
∫
Ω
∫ ∫
χf (z)G
∞(r) · f(z − r) : G∞(s) · f(z − s) dVr dVs dVz (1.83)
ou` l’ope´rateur de Green d’ordre 3 du milieu infini incompressible est
G
∞(r) =
1
8π µ r2
(
2er
s⊗ 1− 1⊗ er − 3er ⊗ er ⊗ er
)
(1.84)
Champ de force volumique
Reprenons le champ de force de Prager (1.62). Le majorant de la perme´abilite´ prend alors
la forme
2µ
(1− φ)2
∫ ∫
G
∞(r) ·α : G∞(s) ·α 〈χf (z) (χf (z − r)− φ) (χf (z − s)− φ)〉 dVr dVs (1.85)
Le terme entre crochet fait apparaˆıtre les fonctions de corre´lation a` deux et trois points Fvvv
suivantes (voir (1.61)) :
〈χf (z) (χf (z − r)− φ) (χf (z − s)− φ)〉 = φ3 − φ (Fvv(−r) + Fvv(−s)) + Fvvv(−r,−s) (1.86)
Lorsque le milieu est isotrope, le seul terme non nul est le terme de la fonction de corre´lation
a` trois points. Par ailleurs, Fvvv(r, s) = Fvvv(r, s, t) ne de´pend plus que de r = |r|, s = |s| et
t = er · es. Tous calculs faits, la perme´abilite´ intrinse`que est majore´e par
K int ≤ 1
4(1 − φ)2
∫ ∞
r=0
∫ ∞
s=0
∫ 1
t=−1
t(3t2 − 1)Fvvv(r, s, t) dr ds dt (1.87)
Ce majorant peut eˆtre e´value´ pour une distribution ale´atoire de sphe`res (qui peuvent se super-
poser) a` l’aide des valeurs de l’inte´grale triple donne´es dans [11]. Il est ame´liore (1.72), (1.75) et
(1.80) pour φ ≤ 70% mais se comporte sans surprise comme (1.72) dans la limite dilue´e φ→ 1.
Notons que (1.87) est tre`s le´ge`rement supe´rieur a` la borne a` trois points propose´e par Berry-
man et Milton [11]. Dans [11], les meˆmes inte´grales apparaissent bien que l’ope´rateur de Green
ne soit jamais mentionne´ explicitement. Une hypothe`se pour expliquer la diffe´rence observe´e
dans les bornes est que le choix de champ de contrainte dans [11] e´quivaut a` faire de plus une
optimisation sur le coefficient de Poisson dans l’ope´rateur de Green.
Champ de force surfacique
Reprenons maintenant le champ de force de Doi (1.73). Le majorant de la perme´abilite´ prend
alors la forme
α ·K ·α ≤ 2µ
∫ ∫
G
∞(r) ·α : G∞(s) ·α〈
χf (z)
(
χf (z − r)− φ
γ
δΓ(z − r)
)(
χf (z − s)− φ
γ
δΓ(z − s)
)〉
dVr dVs
(1.88)
Le terme entre crochet fait apparaˆıtre les fonctions de corre´lation a` deux et trois points suivantes
(voir (1.61)) :
Fvvv(−r,−s)− φ
γ
(Fvvs(−s,−r) + Fvvs(−r,−s)) + φ
2
γ2
Fvss(−r,−s) (1.89)
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La perme´abilite´ est finalement majore´e par la borne “a` trois points” pour le champ de type Doi :
K int ≤ 1
4
∫ ∞
r=0
∫ ∞
s=0
∫ 1
t=−1
t(3t2 − 1)
(
Fvvv(r, s, t) − 2φ
γ
Fvvs(r, s, t) +
φ2
γ2
Fvss(r, s, t)
)
dr ds dt
(1.90)
Cette expression est nouvelle a` notre connaissance. Les fonctions Fvvs(r, s, t) et Fvss(r, s, t) ont
e´te´ e´tudie´es dans [99] mais restent malheureusement difficiles a` e´valuer. Comme la borne a` deux
points de Doi ame´liore conside´rablement celle de Prager, on peut espe´rer qu’il en soit de meˆme
pour la borne a` trois points (1.90). L’e´valuation et l’inte´gration de ces fonctions de corre´lations
a` trois points pre´sentent un grand inte´reˆt pratique.
Pour finir, la meˆme de´marche peut eˆtre adopte´e sans difficulte´ supple´mentaire avec le champ
de force (1.76) suivie d’une optimisation de λ.
E´coulement de Stokes autour d’une sphe`re
Toutes les bornes pre´ce´dentes sont base´es sur le choix d’un champ de force et application
de l’ope´rateur de Green. D’autres alternatives ont e´te´ e´tudie´es, notamment la construction
d’un champ statiquement admissible comme la somme du champ de contrainte solution de
l’e´coulement de Stokes autour d’une sphe`re dans un milieu infini, recentre´ sur chaque grain
sphe´rique. La me´thode conduit de meˆme a` des bornes qui font intervenir les fonctions de
corre´lation a` deux, trois, voir n points. Le re´sultat le plus inte´ressant est peut eˆtre la borne
analytique de Weissberg et Prager [104] pour un milieu constitue´ de grains sphe´riques de rayons
R, disperse´s ale´atoirement et pouvant se recouvrir :
K intwp
R2
=
2φ
−9 ln(φ) (1.91)
1.5 Glissement aux parois
1.5.1 The´orie cine´tique des gaz
Pour l’e´coulement d’un gaz, la condition d’adhe´rence d’un fluide visqueux a` l’interface solide-
fluide Γ est prise en de´faut. D’apre`s la the´orie de la cine´tique des gaz [54, 61, 104], la condition
d’adhe´rence sur Γ doit eˆtre remplace´e par la condition de glissement2
JvK =
ζ
µ
(1− n⊗ n) · σ · n (1.92)
ou` ζ est le coefficient de glissement, µ la viscosite´, n la normale unitaire a` la paroi dirige´e
vers le fluide. Le glissement est donc tangentiel a` l’interface solide-fluide et proportionnel au
vecteur contrainte tangentiel. En suivant la distribution de Maxwell de vitesse des mole´cules, le
coefficient de glissement est donne´ par [54, 61, 89, 104]
ζ =
π
4
µvmol
p0
2− ϑ
ϑ
avec vmol =
√
8RT
πM
(1.93)
ou` R est la constante des gaz parfaits 3, T la tempe´rature, M la masse molaire et ϑ repre´sente la
fraction de mole´cules absorbe´es par la paroi puis re´e´mises par diffusion dans toutes les directions
et (1 − ϑ) la fraction de mole´cules re´fle´chies. vmol est la vitesse mole´culaire moyenne pour la
distribution de Maxwell (quelques centaines de me`tres par secondes aux tempe´ratures usuelles).
2En condition isotherme
3Il existe un conflit de notations entre le rayon des sphe`res et la constante des gaz parfaits, mais le contexte
permet aise´ment de lever l’incertitude.
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λ (nm) d (nm) vmol (m.s
−1)
Argon 62,6 0,342 380
Me´thane 48,1 0,380 600
Tab. 1.1: Libre parcours moyen, diame`tre mole´culaire et vitesse moyenne a` pression at-
mosphe´rique et 0oC. Source : National Physical Laboratory, Kaye and Laby : Tables of physical
and chemical constants (http ://www.kayelaby.npl.co.uk/general physics/2 2/2 2 4.html)
Des valeurs expe´rimentales de ϑ, comprises entre 0, 85 et 1 pour les gaz nobles et H2, N2, CO2
sont pre´sente´es dans [77, 89]. Pour l’Argon, ϑ = 0, 921.
Par ailleurs, la the´orie cine´tique des gaz de Maxwell fait apparaˆıtre une longueur ca-
racte´ristique λ appele´e libre parcours moyen qui correspond a` la distance moyenne parcourue
par une mole´cule entre deux collisions :
λ =
kT√
2πd2p0
(1.94)
ou k = R/NA = 1, 38.10−23JK−1 est la constante de Boltzmann et d est le diame`tre “de
collision” d’une mole´cule. La constante des gaz parfaits vaut R = 8, 31JK−1mol−1 et le nombre
d’Avogadro NA = 6, 02.1023mol−1.
En outre, la viscosite´ de´duite de la the´orie cine´tique des gaz par Maxwell est [54, 61]
µ =
Mp0λvmol
3RT
=
2
3πd2
√
MkT
NAπ (1.95)
Un de´veloppement ulte´rieur duˆ a` Chapman et Enskog pour un gaz mono-atomique a conduit a`
l’expression suivante de la viscosite´, en meilleur accord avec les valeurs expe´rimentales [52] :
µ =
5
16d2
√
MkT
NAπ (1.96)
Remarquons que la viscosite´ ne de´pend pas de la pression d’apre`s ces expressions. Le coefficient
de glissement peut alors eˆtre re´exprime´ en fonction du libre parcours moyen :
ζ =
5πλ
16
2− ϑ
ϑ
(1.97)
d’ou` l’ordre de grandeur ζ ≈ λ.
Dans un milieu gouverne´ par une distance caracte´rique R, le nombre adimensionnel Kn =
λ/R appele´ nombre de Knudsen est commune´ment introduit. Si Kn ≪ 1, le glissement peut eˆtre
ne´glige´ ; sinon, il doit eˆtre pris en compte. Quelques ordres de grandeurs sont pre´sente´s dans la
table 1.1 pour deux gaz d’inte´reˆt dans ce me´moire.
1.5.2 Modification des principes variationnels
Les ensembles de champs cine´matiquement admissibles C (1.31),(1.33),(1.35) doivent eˆtre
modifie´s pour autoriser un saut de vitesse tangentiel a` l’interface solide-fluide. Cependant, le saut
de vitesse contribue a` la puissance de de´formation qui fait maintenant apparaˆıtre un nouveau
terme surfacique :
1
2
∫
Ωf
2µd : ddV +
1
2
∫
Γ
µ
ζ
JvtK · JvtK dS (1.98)
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En revanche, les ensembles de champs statiquement admissibles restent inchange´s. La puissance
de contrainte fait apparaˆıtre un nouveau terme surfacique :
1
2
∫
Ωf
1
2µ
σ : K : σ dV +
1
2
∫
Γ
ζ
µ
T · (1− n⊗ n) · T dS (1.99)
A` ces modifications pre`s, les re´sultats variationnels (1.51), (1.53), (1.56), (1.58) restent valables.
Un exemple d’utilisation est a e´te´ propose´ par Weissberg et Prager [104] pour borner la
perme´abilite´ d’un assemblage de sphe`res qui peuvent se recouvrir, avec prise en compte du
glissement aux parois.
Ce chapitre a permis de poser le proble`me de microme´canique pour l’homoge´ne´isation d’un
e´coulement de Stokes en un e´coulement darce´en. Une particularite´ de ce proble`me est le char-
gement en moyenne de la phase solide, qui joue un roˆle crucial pour assurer l’e´quilibre. Les
cadres variationnels classiques ont e´te´ rede´veloppe´s et applique´s pour rappeler et proposer des
bornes sur la perme´abilite´ de milieux granulaires. La qualite´ de ces bornes reste a` estimer par
une confrontation a` des simulations nume´riques.
* *
*
Chapitre 2
Cadre variationnel type
Hashin-Shtrikman pour la
perme´abilite´
Re´sume´ : L’objet de ce chapitre est l’introduction d’un nouveau cadre variationnel pour l’ho-
moge´ne´isation micro-me´so de la perme´abilite´. Le cadre variationnel met a` profit l’analogie entre
un proble`me d’e´coulement de Stokes et un proble`me d’e´lasticite´ line´aire incompressible, tout
en pre´servant la particularite´ des conditions aux limites. Un changement d’espace fonctionnel
be´ne´fique en re´sulte : d’un espace de champs de vitesses cine´matiquement admissibles a` un espace
de champs de polarisation sans restriction. Ce nouveau cadre variationnel est mis a` profit pour
de´velopper une me´thode nume´rique efficace base´e sur une discre´tisation re´gulie`re et l’utilisation
de transforme´es de Fourier rapides (FFT), cousine de me´thodes existantes en e´lasticite´ line´aire.
Enfin, une ouverture vers de potentielles nouvelles bornes analytiques ou semi-analytiques est
propose´e.
Sommaire
2.1 Nouveau cadre variationnel type Hashin-Shtrikman . . . . . . . . . . . . 24
2.1.1 Extension du proble`me d’e´coulement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.1.2 Transformation de Legendre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.1.3 Fonctionnelle de Hashin et Shtrikman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.1.4 Cadre variationnel simplifie´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2 Bornes sur la perme´abilite´ par une me´thode FFT . . . . . . . . . . . . . 30
2.2.1 Discre´tisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2.2 Optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2.3 Imple´mentation pratique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.2.4 Validation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.2.5 Application : sphe´ro¨ıdes inter-pe´ne´trables ale´atoirement disperse´s . . . . . . 39
23
24 Cadre variationnel type Hashin-Shtrikman pour la perme´abilite´
2.1 Nouveau cadre variationnel type Hashin-Shtrikman
L’objet de cette section est d’e´tablir un cadre variationnel pour l’homoge´ne´isation de
la perme´abilite´ permettant de s’affranchir des conditions d’admissibilite´ qui rendent difficile
en pratique l’utilisation des the´ore`mes de minimum de l’e´nergie potentielle (1.51),(1.53) ou
comple´mentaire (1.56),(1.58). L’ide´e est de reformuler le proble`me d’homoge´ne´isation de la
perme´abilite´ (1.37) en un proble`me formellement proche de l’homoge´ne´isation d’un mate´riau
e´lastique line´aire he´te´roge`ne. Bien que certaines diffe´rences lie´es a` la nature du chargement et
de la loi de comportement macroscopique persistent, il est ici e´tabli que le cadre variation-
nel de Hashin et Shtrikman [49] pour l’e´lasticite´ peut se transposer a` l’homoge´ne´isation de la
perme´abilite´.
2.1.1 Extension du proble`me d’e´coulement
Le point de de´part est d’e´tendre a` la phase solide le proble`me d’homoge´ne´isation de la
perme´abilite´ (1.37), qui n’est de´fini que sur la phase fluide. Le proble`me e´tendu doit eˆtre de´fini
de manie`re a` avoir la meˆme solution que le proble`me initial. Dans cette optique, il convient
notamment de choisir une loi de comportement, des conditions aux limites et un chargement
ade´quats dans le solide.
Loi de comportement
Les de´veloppements du chapitre 1 ont e´te´ mene´s sous l’hypothe`se que la phase solide ne se
de´forme pas et reste fixe. Pour rendre compte de l’absence de de´formation dans le solide, la loi
de comportement d’un fluide Newtonien incompressible avec viscosite´ infinie est adopte´e :
σ(z) = −p1+ 2µ(z)d(v(z)) avec µ(z) =
{
µ (z ∈ Ωf )
∞ (z ∈ Ωs)
(2.1)
L’avantage de ce point de vue est d’une part que la loi de comportement dans le solide a
alors la meˆme forme que dans le solide. D’autre part, la solution du proble`me e´tendu ve´rifiera
automatiquement la condition d’adhe´rence a` l’interface solide-fluide. Il conviendra cependant de
bloquer les mouvements de corps rigide.
Conditions aux limites
A` la frontie`re ∂Ω du VER, le vecteur contrainte et la vitesse sont astreints a` suivre les meˆmes
conditions dans la phase solide que celles pre´sente´es pour la phase fluide a` la section 1.2.2. Les
conditions aux limites (pe´riodiques, uniformes en vitesse, ou mixte) licites pour le VER conside´re´
sont les meˆmes que celles de´taille´es section 1.2.2. Notons que la condition de continuite´ du vecteur
contrainte a` la traverse´e de l’interface solide-fluide est implicitement adopte´e.
La viscosite´ dans la phase solide e´tant infinie, la condition d’adhe´rence a` l’interface solide-
fluide peut maintenant eˆtre remplace´e par des conditions moins contraignantes : il suffit de
bloquer les mouvements de corps rigide dans la phase solide.
De manie`re ge´ne´rale, chaque mouvement de corps rigide (indexe´ par i) peut eˆtre bloque´ par
une liaison line´aire note´e Li(u). L’ensemble des champs de vitesse qui ve´rifient ces liaisons est
note´ L :
L = {u |Li(u) = 0(∀i)} (2.2)
Pour illustrer cette de´marche, pre´sentons deux exemples. Ces deux exemples seront suivis tout
au long du chapitre. L’exemple 1 est le cas le plus simple mais aussi le plus utile en pratique.
L’exemple 2 est plus complexe et surtout plus lourd en terme de notations : il peut eˆtre ignore´
en premie`re lecture, car l’exemple 1 suffit pour introduire la de´marche ge´ne´rale.
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Exemple 1 Supposons que les conditions aux limites pe´riodiques sont adopte´es et que la phase
solide (en incluant ses reproductions pe´riodiques) est connexe. C’est en fait la situation qui sera
la plus courament recontre´e en pratique par la suite. Alors, par pe´riodicite´ de la vitesse, la
rotation du solide est automatiquement bloque´e. Il suffit de bloquer la translation V 1 du solide.
A` cet effet, on peut par exemple choisir d’imposer que la vitesse soit nulle en moyenne sur un
sous domaine quelconque Ω1 ⊂ Ωs de la phase solide, c’est a` dire d’imposer la liaison
L1(u) = u
1 = 0. (2.3)
Exemple 2 Supposons que la phase solide est constitue´e de n particules disjointes Ωs,p avec
p = 1, ..., n. Dans cet exemple purement acade´mique, la translation et la rotation de chaque
particule doivent eˆtre bloque´es [75]. Pour chaque particule p, on peut choisir un sous domaine
quelconque Ωp ⊂ Ωs,p et on note zp le barycentre de Ωp. Le mouvement de corps rigide de la
particule p peut s’e´crire sous la forme
v(z) = V p +W p ∧ (z − zp) (z ∈ Ωs,p) (2.4)
Pour bloquer la translation V p et la rotationW p de chaque particule, on peut choisir d’imposer
les liaisons
Lp(u) = v
p = 0 ; Ln+p(u) = (z − zp) ∧ vp = 0. (2.5)
Si u suit le mouvement de corps rigide (2.4), alors Lp(u) = V p et Ln+p(u) = Ip ·W p, ou` Ip
est le tenseur d’inertie du sous domaine Ωp inclus dans la particule p, normalise´ par |Ωp| :
Ip = |z − zp|21− (z − zp)⊗ (z − zp)p. (2.6)
Chargement
L’e´quation d’e´quilibre doit ve´rifier les conditions (1.27). Dans la phase fluide, les contraintes
restent a` divergence nulle. En revanche, dans la phase solide, les contraintes sont en e´quilibre
avec un champ de force volumique dont la moyenne doit ve´rifier la condition (1.27). On cherche
donc a` de´finir un champ de force volumique f qui ve´rifie les conditions f(z) = 0 dans Ωf et
f = α.
Par ailleurs, la forme de ce champ de force volumique doit eˆtre prise telle qu’il corresponde
aux multiplicateurs de Lagrange associe´ a` chaque condition de bloquage des mouvements de
corps rigide :
f · u =
∑
i
λi · Li(u) (2.7)
Reprenons les exemples pre´ce´dents pour pre´ciser :
Exemple 1 Le champ de force volumique f(z) = F 1χ1(z) est choisi, avec F 1 uniforme et χ1 la
fonction indicatrice du sous ensemble Ω1 ∈ Ωs sur lequel une vitesse moyenne nulle est impose´e.
La puissance virtuelle du champ f dans un champ de vitesse virtuel u est f · u = f1F 1 · u1 ou`
f1 est la fraction volumique de Ω1. Le multiplicateur de Lagrange de la liaison L1 = u
1 = 0 est
donc la force
λ1 = f1F 1. (2.8)
Si le gradient de pression macroscopique α est impose´, alors la force F 1 est directement connue
et f(z) = αχ1(z)/f1.
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Exemple 2 Le champ de force volumique est choisi de la forme :
f(z) =
n∑
p=1
(F p +Cp ∧ (z − zp))χp(z) (2.9)
ou` χp est la fonction indicatrice de Ωp, la constante F p est la force volumique applique´ a` la
particule p pour empeˆcher sa translation et Cp la constante telle que Ip · Cp soit le couple
applique´ a` la particule p pour bloquer sa rotation. La puissance virtuelle de´veloppe´e par f dans
un champ de vitesse virtuel u qui suit le mouvement de corps rigide (2.4) dans chaque particule
p est
f · u =
n∑
p=1
fp
(
F p · up +Cp · (z − zp) ∧ up
)
, (2.10)
ou` fp est la fraction volumique du sous domaine Ωp. Les multiplicateurs de Lagrange des liaisons
Lp = u
p = 0 et Ln+p(u) = (z − zp) ∧ vp = 0 sont donc respectivement
λp = fpF p ; λp+n = fpCp (2.11)
Si le gradient de pression macroscopique α est impose´, alors les forces F p sont soumises a` la
condition
∑
fpF p = α.
Formulation directe du proble`me e´tendu
Les ensembles de champs cine´matiquement admissibles C′(V ) sont de´finis comme dans (1.31),
(1.33) ou (1.35) a` l’exception de la condition u = 0 sur Γ ∩ Ωs qui est leve´e.
De meˆme, les ensembles de champs statiquement admissibles S ′(α) sont de´finis comme dans
(1.31), (1.33) ou (1.35) a` l’exception de l’e´quation d’e´quilibre qui est remplace´e par divσ+f = 0
dans Ω entier, ou` le champ de force f prend la forme pre´cise´e dans la sous-section “Chargement”
ci-dessus.
Lorsque la vitesse macroscopique V est impose´e, le proble`me e´tendu s’e´crit
trouver v ∈ C′(V ) ∩ L et σ ∈ S ′ ve´rifiant (2.1) (2.12)
Lorsque le gradient de pression macroscopique α est impose´, le proble`me e´tendu s’e´crit
trouver v ∈ C′ ∩ L et σ ∈ S ′(α) avec f = α ve´rifiant (2.1) (2.13)
Cadres variationnels classiques
Dans la formulation faible du proble`me e´tendu, on choisit de relaˆcher les liaisons Li qui
bloquent les mouvements de corps rigides pour les imposer a` l’aide d’un lagrangien. Le lemme
de Hill (1.48) devient
∀u ∈ C′(V ), ∀σ′ ∈ S ′(α) d(u) : σ′ − f(λ) · u = −V ·α (2.14)
On rappelle que la puissance virtuelle f(λ) · u n’est autre que ∑i λiLi(u). Lorsque la vitesse
macroscopique est impose´e, le minimum de l’e´nergie potentielle devient le lagrangien
1
2
V ·K−1 · V = sup
λi
(
inf
u∈C′(V )
µd(u) : d(u)− f(λ) · u
)
. (2.15)
Lorsque le gradient de pression macroscopique est impose´ :
− 1
2
α ·K ·α = sup
λi t.q. f(λ)=α
(
inf
u∈C′
µd(u) : d(u) +α · u− f(λ) · u
)
. (2.16)
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Remarquons tout de suite que dans le cas de l’exemple 1 ci-dessus avec gradient de pression
macroscopique impose´, (2.16) se simplifie en
− 1
2
α ·K ·α = inf
u∈C′
µd(u) : d(u) +α · u−α · u1. (2.17)
2.1.2 Transformation de Legendre
Le proble`me e´tendu (2.12) ou (2.13) pre´sente maintenant suffisamment de similarite´s avec
un proble`me d’homoge´ne´isation en e´lasticite´ line´aire pour utiliser les meˆmes outils.
En suivant un raisonnement similaire a` Willis [106], proposons une transposition du principe
variationnel de Hashin et Shtrikman [49] a` l’homoge´ne´isation de la perme´abilite´. L’ide´e est
de transfe´rer la difficulte´ associe´e a` l’he´te´roge´ne´ite´ de la viscosite´ (2.1) en un parame`tre de
chargement supple´mentaire τ appele´ polarisation, qui a le sens physique d’une pre´contrainte.
Dans [106], le point de de´part est la transforme´e de Legendre w∗µ de la densite´ de puissance
wµ dissipe´e localement par un taux de de´formation d dans la viscosite´ µ :
wµ(d) =
1
2
2µd : d. (2.18)
La transforme´e de Legendre de la puissance dissipe´e est de´finie sur l’espace des tenseurs d’ordre
deux par
w∗µ(τ ) = sup
d
(τ : d(u)− wµ(d)) . (2.19)
En e´lasticite´, la transforme´e de Legendre permet de de´finir l’e´nergie e´lastique de contraintes.
Dans le cas d’un fluide newtonien incompressible, l’optimum dans (2.19) est obtenu pour
w∗µ(τ ) =
1
2
1
2µ
τ : τ , (2.20)
sous re´serve de la condition µ > 0 qui bien est ve´rifie´e pour un coefficient de viscosite´.
Introduisons maintenant un milieu de re´fe´rence, de viscosite´ uniforme µ0 infe´rieure a` toute
valeur locale de la viscosite´ dans le milieu he´te´roge`ne conside´re´. Alors la viscosite´ δµ = µ(z)−µ0
est positive en tout point. Une puissance dissipe´e wδµ(d) peut y eˆtre associe´e, et par de´finition
sa transforme´e de Legendre w∗δµ satisfait l’ine´galite´ :
∀τ ;∀d;wµ(d) ≥ wµ0(d) + τ : d− w∗δµ(τ ). (2.21)
Ensuite, l’ide´e est d’ajouter de part et d’autre de l’ine´galite´ (2.21) les termes qui interviennent
dans les formulations variationnelles (2.15) ou (2.16) du proble`me e´tendu, puis d’inte´grer sur le
VER et d’e´crire la stationnarite´.
Par exemple, dans le cas d’un gradient de pression macroscopique impose´, on montre a` l’aide
de (2.16) et (2.21) :
∀τ , − 1
2
α ·K ·α = sup
λi t.q. f(λ)=α
(
inf
u∈C
(
w(d(u)) +α · u− f(λ) · u
))
≥
sup
λi t.q. f(λ)=α
(
inf
u∈C
(
w0(d(u)) + τ : d(u) +α · u− f(λ) · u
))
− w∗δµ(τ ).
(2.22)
De meˆme, dans le cas d’une vitesse macroscopique impose´e,
∀τ , 1
2
V ·K−1 · V ≥ sup
λi
(
inf
u∈C
(
w0(d(u)) + τ : d(u)− f(λ) · u
))
− w∗δµ(τ ). (2.23)
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Les re´sultats (2.22) et (2.23) constituent la transposition du principe variationnel de Hashin et
Shtrikman [49]. La premie`re partie du terme de droite est la formulation variationnelle d’un
proble`me auxiliaire, similaire au proble`me e´tendu (2.12) ou (2.13), dans lequel la loi de compor-
tement he´te´roge`ne (2.1) est remplace´e par une loi pre´contrainte avec viscosite´ homoge`ne µ0 et
pre´contrainte e´gale au champ de polarization τ :
σ = −p1+ 2µ0d+ τ . (2.24)
La deuxie`me partie du membre de droite se calcule aise´ment connaissant τ d’apre`s l’expression
de la transforme´e de Legendre de la puissance dissipe´e pour la viscosite´ µ(z)− µ0.
Tout le membre de droite est une fonctionnelle de la variable τ , qui est un champ de tenseurs
d’ordre deux. En re´fe´rence a` l’e´lasticite´, cette fonctionnelle sera appele´e fonctionnelle de Hashin
et Shtrikman et note´e HS(τ ). L’e´galite´ est obtenue pour un unique champ de polarisation
optimum qui est solution de l’e´quation de Lippman-Schwinger (ou Zeller et Dederichs) :
(2µ(z)− 2µ0)−1 τ + Γ0 ∗ τ = G0 ∗ f(λ), (2.25)
ou` les ope´rateurs de Green d’ordre quatre Γ0 et trois G0 sont de´finis dans l’Annexe B.
Les ine´galite´s (2.22) et (2.23) constituent un re´sultat tre`s important car elles permettent
d’obtenir un borne supe´rieure sur la perme´abilite´ pour n’importe quel choix d’un champ de
polarisation τ , sans conditions sur τ . Elles pre´sentent donc une diffe´rence majeure avec les
the´ore`mes de minimum de l’e´nergie potentielle (1.51),(1.53) ou comple´mentaire (1.56),(1.58),
dont l’utilisation est restreinte a` des conditions d’admissibilite´ des champs tests.
Enfin, les ine´galite´s (2.22) et (2.23) restent valables dans le cas particulier µ0 = µ, ce qui
implique de choisir une polarisation nulle dans la phase fluide.
2.1.3 Fonctionnelle de Hashin et Shtrikman
Pour (v0,d0,σ0) solution du proble`me de minimisation sur u ∈ C(V ), le principe variationnel
de Hashin et Shtrikman (2.23) se re´e´crit pour tout τ :
1
2
V ·K−1 · V ≥ sup
λi
(
1
2
d0 : σ0 +
1
2
τ : d0 − f(λ) · v0
)
− 1
2
(2µ(z)− 2µ0)−1τ : τ . (2.26)
Par ailleurs, on montre a` l’aide du the´ore`me de la divergence et des conditions aux limites que
d0 : σ0 = v0 · f(λ)− V · f(λ) (2.27)
Par de´finition des ope´rateurs de Green (voir Annexe B), le proble`me auxiliaire a pour solution
v0 = G0 ∗ f(λ) +H0 ∗ τ + V
d0 = G0 ∗ f(λ)− Γ0 ∗ τ
(2.28)
Finalement, la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman s’exprime explicitement en fonction de la
polarisation par
1
2
V ·K−1 · V = sup
τ
[
sup
λi
(
−V · f(λ)− 1
2
f(λ) ·G0 ∗ f(λ) + τ : G0 ∗ f(λ)
)
− 1
2
(
τ : Γ0 ∗ τ + (2µ(z)− 2µ0)−1τ : τ
)]
.
(2.29)
ou` l’on a utilise´ la proprie´te´ d’anti-syme´trie f ·H0 ∗ τ = −τ : G0 ∗ f des ope´rateurs de Green
d’ordre trois (voir Annexe B). L’optimisation sur les multiplicateurs de Lagrange λi permet bien
d’imposer les liaisons puisque qu’elle revient a` e´crire
∂
∂λi
(
V · f(λ) + 1
2
f(λ) ·G0 ∗ f(λ)− τ : G0 ∗ f(λ)
)
= Li
(
V +G0 ∗ f(λopt) +H0 ∗ τ
)
= 0
(2.30)
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Ensuite, l’optimisation sur le champ de polarisation permet de retrouver l’e´quation de Lippman-
Schwinger puisque qu’elle revient a` imposer
− ∂
∂τ
HS(τ ) = (2µ(z)− 2µ0)−1τ opt + Γ0 ∗ τ opt − G0 ∗ f(λopt) = 0, (2.31)
qui peut se re´e´crire
τ opt = (2µ(z)− 2µ0)dopt avec dopt = G0 ∗ f(λopt)− Γ0 ∗ τ opt, (2.32)
c’est a` dire que la polarisation optimale τ opt est la pre´contrainte particulie`re qui permet de
retrouver la loi de comportement he´te´roge`ne (2.1) a` partir de la loi de comportement homoge`ne
pre´contrainte (2.24).
De meˆme, lorsque le gradient de pression est impose´, la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman
(2.22) s’exprime explicitement en fonction de la polarisation par
1
2
α ·K ·α = inf
τ
[
inf
λi t.q. f(λ)=α
(
1
2
f(λ) ·G0 ∗ f(λ)− τ : G0 ∗ f(λ)
)
+
1
2
(
τ : Γ0 ∗ τ + (2µ(z)− 2µ0)−1τ : τ
)]
.
(2.33)
Cette dernie`re expression est particulie`rement inte´ressante lorsque le seul mouvement de corps
rigide a` bloquer est la translation de l’ensemble de la phase solide car le multiplicateur de
Lagrange est connu et f(λ) = αχ1(z)/f1 (c.f. exemple 1 ci-dessus).
2.1.4 Cadre variationnel simplifie´
Conside´rons le cas particulier ou` l’on impose en tout point z du solide la liaison u(z) = 0.
Alors, si le gradient de pression macroscopique α est impose´, f(λ) est un champ de force
volumique quelconque soumis aux seules conditions :
f ∈ F(α) = {f ∣∣f(z) = 0 (z ∈ Ωf ), f = α} . (2.34)
Si la vitesse macroscopique est impose´e, alors le champ de force est soumis aux seules conditions
f ∈ F = ∪αF(α), c’est a` dire f(z) = 0 dans la phase fluide. Prenons de plus le cas particulier
µ0 = µ. Montrons que le principe variationnel (2.33) se simplifie en :
1
2
α ·K ·α = inf
f∈F(α)
(
1
2
f ·G ∗ f
)
, (2.35)
et le principe variationnel (2.29) en
1
2
V ·K−1 · V = − inf
f∈F
(
V · f + 1
2
f ·G ∗ f
)
. (2.36)
En effet, d’une part le choix µ0 = µ implique de choisir une polarisation nulle dans la phase
fluide. D’autre part, pour tout τ , le champ de force optimal dans (2.29) ou (2.33) assure par
construction la nullite´ de la vitesse associe´e en tout point de la phase solide. Par conse´quent, le
taux de de´formation associe´ est nul dans la phase solide, de sorte que dans ce cas particulier le
champ de polarisation optimum dans (2.29) ou (2.33) ve´rifie le syste`me :{
τ opt = 0 (z ∈ Ωf )
Γ ∗ τ opt = 0 (z ∈ Ωs),
(2.37)
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ou` la deuxie`me ligne correspond a` l’e´quation de Lippman-Schwinger dans la phase solide. Ce
syste`me admet pour solution τ = 0, d’ou` l’on de´duit (2.35) de (2.33) (resp. (2.36) de (2.29)).
Enfin, (2.35) fournit une approche syste´matique du re´sultat (1.66) e´tabli au chapitre 1 a`
partir du minimum de l’e´nergie comple´mentaire et de la majoration χf (z) ≤ 1 : sous re´serve de
choisir le bon champ de force test, l’e´galite´ a lieu dans (1.66).
Pour conclure, le re´sultat majeur de cette section est l’adaptation du principe variationnel de
Hashin et Shtrikman a` la proble´matique de l’homoge´ne´isation de la perme´abilite´. Pour tout choix
d’un champ de polarisation, sans condition, la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman (2.29) ou
(2.33) fournit une borne supe´rieure sur la perme´abilite´. L’e´valuation de la fonctionnelle implique
les ope´rateurs de Green, qui sont pre´sente´s Annexe B.
A` titre accessoire, les formulations variationnelles (2.35) et (2.36) constituent une version
simplifie´e du principe variationnel de Hashin et Shtrikman. Leur originalite´ est de formuler la
perme´abilite´ comme la solution d’un proble`me d’optimisation sur un champ de force volumique,
avec des conditions tre`s peu restrictives d’utilisation. Ces formulations variationnelles simplifie´es
permettent aussi de construire des bornes supe´rieures sur la perme´abilite´.
2.2 Bornes sur la perme´abilite´ par une me´thode FFT
L’objet de cette section est de mettre a` profit le principe variationnel de Hashin et Shtrikman
pour construire une me´thode nume´rique d’homoge´ne´isation de la perme´abilite´. La me´thode
pre´sente´e est contruite par analogie avec la me´thode FFT propose´e par Brisard et Dormieux
[20] en e´lasticite´ line´aire.
2.2.1 Discre´tisation
Grille de discre´tisation du VER
Dans toute cette section, les conditions aux limites pe´riodiques (1.30) sont adopte´es. La
cellule de pe´riodicite´ est un domaine Ω paralle´le´pipe`de rectangle dans l’espace de dimension
d = 2 ou 3. Ses longueurs sont note´es L1, ..., Ld dans les d directions d’une base carte´sienne
orthonorme´e (e1, ...,ed).
Le domaine Ω est divise´ suivant une grille re´gulie`re en N1 × ...×Nd = N sous domaines Ωβ
(pixels pour d = 2, voxels pour d = 3). La position de ces sous domaines dans les d directions
de l’espace est indique´e par le multi-indice β = (β1, ..., βd) ∈ I = [0..N1 − 1] × ...× [0..Nd − 1].
Chaque domaine Ωβ est un paralle´le´pipe`de rectangle de taille (ou re´solution) identique r1, ..., rd
suivant les d axes du repe`re carte´sien orthonorme´, avec ri = Li/Ni. La fonction indicatrice χ
β
d’un voxel Ωβ est de´finie par
χβ(z1e1 + ...+ zded) =
{
1 si ∀i, 2|zi − riβi| 6 ri,
0 sinon.
Avec cette convention, l’origine du repe`re est de´cale´e d’un demi voxel par rapport a` un des coins
de la grille de discre´tisation.
Champs de polarisation
L’ide´e de Brisard et Dormieux [20] est d’optimiser la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman
sur l’espace des champs de polarisation constants par voxel. Plus pre´cise´ment, a` toute suite de
donne´es (τβ)β∈I est associe´e le champ de polarisation suivant :
τ (z) =
∑
β∈I
τβ χ
β(z). (2.38)
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Ωs,p
Ωp
0 N1 − 1
N2 − 1
0
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. Ωf
β2
..
.
β1...
Fig. 2.1: Grille de discre´tisation re´gulie`re, un voxel Ωβ, une particule solide Ωs,p et son sous-
domaine Ωp.
Champs de force
Exemple 1 Lorsque la phase solide est connexe et posse`de une intersection non vide avec la
frontie`re, il suffit de bloquer la translation de la phase solide. En pratique, on choisit d’imposer
la condition de vitesse moyenne nulle sur un sous domaine Ω1 ⊂ Ωs. Il est commode de choisir
Ω1 comme une union de voxels Ωβ de la grille de discre´tisation. Par exemple, Ω1 peut eˆtre de´fini
comme l’union de tous les voxels de la grille de discre´tisation dont l’intersection avec la phase
fluide est l’ensemble vide. Notons I1 l’ensemble des indices des voxels qui constituent le sous
domaine Ω1. Alors le champ de force volumique est cherche´ sous la forme
f(λ,z) =
∑
β∈I
fβ(λ)χβ(z) =
∑
β∈I1
1
f1
λ1χβ(z). (2.39)
Si le gradient de pression macroscopique α est impose´, alors λ1 = α : le champ de force est
de´termine´ a` l’avance. Sinon, le multiplicateur de Lagrange λ1 doit eˆtre optimise´.
Exemple 2 Dans cet exemple, la translation et la rotation de n particules doivent eˆtre
bloque´es. Pour chaque particule p occupant le domaine Ωs,p, le sous domaine Ωp ⊂ Ωs,p est
de´fini comme l’union de tous les voxels de la grille de discre´tisation strictement inclus dans la
particule p (voir Fig. 2.1). Notons Ip l’ensemble des indices des voxels qui constituent le sous
domaine Ωp, zp le centre d’inertie de Ωp et fp sa fraction volumique. Le champ de force est
recherche´ sous la forme du champ constant par voxel :
f(λ,z) =
n∑
p=1
1
fp
∑
β∈Ip
(λp + λn+p ∧ (zβ − zp))χβ(z) =
∑
β∈I
fβ(λ)χβ(z). (2.40)
ou` les multiplicateurs de Lagrange λp, λn+p doivent eˆtre optimise´s. On rappelle que si le gradient
de pression est impose´, ces multiplicateurs sont soumis a` la condition
∑n
p=1 λp = α. Rigoureu-
sement, la liaison Ln+p(u) associe´e au multiplicateur λn+p n’est pas (z − zp) ∧ up = 0 mais
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1
Nfp
∑
β∈Ip
(zβ − zp) ∧uβ . Elle permet toutefois de bloquer efficacement une rotation de corps
rigide.
Fonctionnelle de Hashin et Shtrikman discre´tise´e
Exemple 1 Lorsque le gradient de pression macroscopique est impose´ et pour les choix de
champs constants par pixels de force (2.39) avec λ1 = α et de polarisation (2.38), la fonctionnelle
de Hashin et Shtrikman (2.29) s’exprime a` l’aide des ope´rateurs de Green discrets consistents
pre´sente´s (B.37) et de la proprie´te´ (B.38) comme :
1
2
α ·K ·α ≤ 1
N
∑
β∈I
[
1
2
fβ(λ) · (Gc0 ⊛ f(λ))β − τβ : (Gc0 ⊛ f(λ))β
+
1
2
τβ : (Γ
c
0 ⊛ τ )β +
1
2
(2µβ − 2µ0)−1τβ : τβ
]
,
(2.41)
ou` la viscosite´ e´quivalente µβ du pixel Ωβ est de´finie par la re`gle de moyenne :
(µβ − µ0)−1 = (µ− µ0)−1β. (2.42)
Exemple 2 De meˆme, lorsque la vitesse macroscopique est impose´e et pour les choix de champs
de force (2.40) et de polarisation (2.38), la fonctionnelle (2.29) s’e´crit :
1
2
V ·K−1 · V ≤ −V ·
n∑
p=1
λp − 1
N
∑
β∈I
[
1
2
fβ(λ) · (Gc0 ⊛ f(λ))β − τβ : (Gc0 ⊛ f(λ))β
+
1
2
τβ : (Γ
c
0 ⊛ τ )β +
1
2
(2µβ − 2µ0)−1τβ : τβ
]
.
(2.43)
2.2.2 Optimisation
Exemple 1 Lorsque le gradient de pression impose´, l’e´tape d’optimisation par rapport aux
multiplicateurs de Lagrange n’est pas ne´cessaire car ils sont connus a` l’avance. Formellement,
on note [X] le vecteur des inconnues qui comporte les composantes de τβ pour tous les voxels.
L’optimisation de la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman (2.43) (ou (2.41)) par rapport aux in-
connues [X] = (τβ)β∈I conduit a` un syste`me d’e´quations qui constituent une version discre´tise´e
de l’e´quation de Lippman-Schwinger :
(∀β ∈ I), (Γc0 ⊛ τ )β + (2µβ − 2µ0)−1τβ = (Gc0 ⊛ f(λ))β . (2.44)
Le membre de droite peut se mettre sous la forme d’un vecteur [B] (organise´ comme [X]) qui
comprend toutes les composantes de (Gc0 ∗ f(λ))β pour tous les voxels. Physiquement, ce membre
de droite correspond a` la moyenne sur chaque voxel du taux de de´formation Gc0 ∗f(λ) re´sultant
de la force volumique f(λ) applique´e a` la phase solide. La matrice {A} associe´e au syste`me
line´aire (2.44) est syme´trique et de´finie positive. L’ide´e propose´e par Brisard et Dormieux [20]
est de re´soudre ce syste`me {A}[X] = [B] par un solveur ite´ratif. Le gradient conjugue´ [4] est un
solveur ite´ratif particulie`rement efficace pour inverser une matrice syme´trique de´finie positive.
L’avantage des solveurs ite´ratifs est qu’ils ne ne´cessitent pas le stockage des coefficients de la
matrice {A}, mais seulement une me´thode pour calculer le produit matrice vecteur {A}[X] pour
n’importe quel vecteur [X] donne´.
Apre`s optimisation du champ de polarisation, la valeur optimale de la borne (2.41) pour une
discre´tisation donne´e est
α ·K ·α 6 1
N
∑
β∈I
fβ(λ) · (Gc0 ⊛ f(λ))β − τ optβ : (Gc0 ⊛ f(λ))β . (2.45)
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Par ailleurs, la moyenne sur un voxel Ωβ des champs de vitesse et de taux de de´formation
associe´s sont
d
opt
β = (G
c
0 ⊛ f(λ))β −
(
Γc0 ⊛ τ
opt
)
β
,
v
opt
β = v + (G
c
0 ⊛ f(λ))β +
(
Hc0 ⊛ τ
opt
)
β
,
(2.46)
ou` la valeur v de la moyenne de la vitesse sur le VER est de´termine´e de sorte que la vitesse
moyenne sur Ω1 soit nulle. Dans la section 2.2.4, ces champs se re´ve`lent de bonnes approxima-
tions des champs solutions du proble`me d’homoge´ne´isation de la perme´abilite´. De plus, ils sont
e´nerge´tiquement consistants au sens ou`, par utilisation de (2.46) et de la relation d’anti-syme´trie
entre G0 et H0, la borne (2.45) se simplifie en :
α ·K ·α 6 −α · 1
N
∑
β∈I
v
opt
β . (2.47)
Exemple 2 Dans le cas de l’exemple 2 avec vitesse impose´e, la de´rivation de la fonctionnelle
de Hashin et Shtrikman (2.43) par rapport aux multiplicateurs λp (p = 1, .., n) des liaisons qui
bloquent les translations conduit au syste`me :
(∀p ∈ {1, ..., n}), 1
fp
∑
β∈Ip
V + (Gc0 ⊛ f(λ))β + (H
c
0 ⊛ τ )β = 0, (2.48)
c’est a` dire que la moyenne de la vitesse sur chaque particule p est nulle. De meˆme, la de´rivation
par rapport aux multiplicateurs λp+n (p = 1, .., n) des liaisons qui bloquent les rotations conduit
au syste`me :
(∀p ∈ {1, ..., n}), 1
fp
∑
β∈Ip
(zβ − zp) ∧
[
(Gc0 ⊛ f(λ))β + (H
c
0 ⊛ τ )β
]
= 0, (2.49)
qui bloque effectivement les rotations de corps rigide. L’optimisation par rapport aux degre´s
de liberte´s du champ de polarisation conduit a` l’e´quation de Lippman-Schwinger discre´tise´e
(2.44). La diffe´rence principale avec l’exemple 1 est que le terme (Gc0 ⊛ f(λ))β est transfe´re´ sur
le membre de gauche, car les multiplicateurs de Lagrange ne sont pas connus a priori.
Ainsi, le vecteur des inconnues [X]′ est maintenant constitue´ de tous les degre´s de liberte´s
du champ de polarisation test, mais aussi des multiplicateurs de Lagrange (λp)p∈{1,...,n} et
(λn+p)p∈{1,...,n}. Le vecteur du membre de droite [B]
′ est nul partout, sauf pour les lignes en face
des multiplicateurs (λp)p∈{1,...,n} qui bloquent les translations, pour lequel le membre de droite
prend la valeur −NV .
La matrice {A}′ du syste`me d’e´quations (2.44), (2.48) et (2.49) est une matrice par blocs
qui reprend la matrice {A} pour le bloc qui correspond au terme carre´ en polarisation. A` l’aide
des proprie´te´s des ope´rateurs de Green, on peut montrer que la matrice {A}′, qui est pleine,
est syme´trique. Cependant, a` la diffe´rence de {A}, la matrice {A}′ n’est pas de´finie positive. La
re´solution du syste`me ne peut donc plus se faire par le gradient conjugue´, mais par un solveur
ite´ratif capable de ge´rer les points selle. Le solveur SymmLQ [4] par exemple est adapte´ a` cette
situation. Le produit matrice vecteur est plus complexe dans l’exemple 1, mais suit la meˆme
logique. Son e´valuation est de´crite par le sche´ma Fig. 2.2.
2.2.3 Imple´mentation pratique
Exemple 1 Le syste`me line´aire (2.44) peut se mettre sous la forme {A}[X] = [B], ou` :
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– Le vecteur [X] contient toutes les degre´s de liberte´s du champ de polarisation c’est-a`-
dire toutes les composantes du tenseur de polarisation pour l’ensemble des N voxels. En
dimension 2, le vecteur [X] contient 3N degre´s de liberte´s et 6N en dimension 3. En
dimension 2, il est organise´ comme suit :
[X] = {τ0,11, τ0,22,
√
2τ0,12, ..., τβ,11, τβ,22,
√
2τβ,12, ..., τN−1,11, τN−1,22,
√
2τN−1,12},
ou` la premie`re partie de l’indice se re´fe`re a` la nume´rotation du voxel et la seconde partie
aux composantes du tenseur dans la base carte´sienne orthonorme´e.
– Le vecteur [B] contient le taux de de´formation Gc0 ∗ f(λ) discre´tise´. En dimension 2, avec
la notation simplifie´e dλβ = (G
c
0 ⊛ f(λ))β :
[B] = {dλ0,11, dλ0,22,
√
2dλ0,12, ..., d
λ
β,11, d
λ
β,22,
√
2dλβ,12, ..., d
λ
N−1,11, d
λ
N−1,22,
√
2dλN−1,12}.
Pour cet exemple 1, le taux de de´formation discre´tise´ dλβ = (G
c
0 ⊛ f(λ))β n’a besoin d’eˆtre
calcule´ qu’une seule fois, a` l’initiation du sche´ma ite´ratif. Le calcul est effectue´ en suivant
la proce´dure :
1. {fˆ(λ)b...} = FFT ({f (λ)β...})
2. ∀b ∈ I, dˆλb =
(
Gˆ
c
0
)
b
· fˆ(λ)b
3. {dλβ...} = FFT−1
(
{dˆλb...}
)
.
– La matrice {A} qui correspond au syste`me (2.44), dont les composantes ne sont pas
stocke´es, ope`re sur le vecteur [X] suivant :
1. {τˆ b...} = FFT ({τβ...})
2. ∀b ∈ I, ηˆb =
(
Γˆ
c
0
)
b
: τˆ b
3. {ηβ...} = FFT−1 ({ηˆb...})
4. ∀β ∈ I, ({A}[X])β = ηβ + (2µβ − 2µ0)−1τβ.
L’e´valuation du produit {A}[X] correspond a` la colonne de gauche dans Fig. 2.2 (avec
f = 0).
En pratique, tous les calculs pre´sente´s dans ce me´moire ont e´te´ re´alise´s avec les ope´rateurs de
Green discre´tise´s filtre´s, non consistants (B.39) a` la place des ope´rateurs consistants (B.37). Le
biais ainsi introduit est minime [21], mais l’avantage est que les ope´rateurs de Green discre´tise´s
filtre´s non consistants peuvent eˆtre calcule´s au besoin plutoˆt que d’eˆtre stocke´s en me´moire. Un
code de calcul a e´te´ imple´mente´ en langage C1, avec une paralle´lisation par la librairie OpenMP2
et le calcul des FFT par l’efficace librairie FFTW3 [41] qui est elle aussi paralle´lise´e.
2.2.4 Validation
La me´thode FFT base´e sur la discre´tisation de la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman a e´te´
imple´mente´e en dimension 2 (de´formations planes) et en dimension 3. Dans cette section, une
validation de la me´thode est propose´e par comparaison avec des re´sultats issus de la litte´rature
et de simulations re´alise´es avec le code de calcul par e´le´ments finis Cast3M4. La partie validation
est donc mene´e sur des ge´ome´tries suffisamment simples pour eˆtre maille´es sans difficulte´s.
1Cette imple´mentation en C n’aurait pas pu voir le jour sans les premiers tests de la me´thode sur la base
d’un code en Java de´veloppe´ par Se´bastien Brisard (IFSTTAR), initialement pre´vu pour l’homoge´ne´isation en
e´lasticite´ line´aire, mais suffisament ge´ne´rique pour permettre les modifications ne´cessaires a` sa transposition en
perme´abilite´.
2http ://openmp.org/wp/
3http ://www.fftw.org/
4http ://www-cast3m.cea.fr/
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τβ λp λn+p
fβ
FFT
FFT−1
τˆb fˆb
GˆbΓˆb
Hˆb Gˆb
Γˆb : τˆb − Gˆb · fˆb Hˆb : τˆb + Gˆb · fˆb
FFT
FFT−1
(Γ⊛ τ)β − (G ⊛ f)β (H⊛ τ)β + (G⊛ f)β
(2µβ − 2µ0)−1
(2µβ − 2µ0)−1τ + (Γ⊛ τ)β − (G ⊛ f)β
1
fp
∑
β∈Ip
1
fp
∑
β∈Ip
(zβ − zp)∧
1
fp
∑
β∈Ip
(zβ − zp) ∧ [(H⊛ τ)β + (G⊛ f)β]1
fp
∑
β∈Ip
(H⊛ τ)β + (G⊛ f)β
eq. (2.40)
Fig. 2.2: Proce´dure de calcul du produit matrice vecteur dans l’exemple 2 avec multiplicateurs
de Lagrange.
E´coulement plan autour d’une particule carre´e ou circulaire
A` titre de validation, les proble`mes acade´miques d’un e´coulement plan a` travers un re´seau
pe´riodique simple de carre´s ou de disques est e´tudie´ nume´riquement. Les proble`mes sont pose´s
en de´formations planes et les ge´ome´tries des cellules de pe´riodicite´ de´crites Fig. 2.3.
Lorsque le gradient de pression ou la vitesse macroscopique sont coline´aires a` l’un des coˆte´s de
la cellule de pe´riodicite´, la syme´trie du proble`me implique l’absence de rotation de la particule
solide. Ainsi, seule la translation du solide doit eˆtre bloque´e : on se retrouve dans le cas de
l’exemple 1. Il est donc judicieux de choisir d’imposer le gradient de pression macroscopique, de
sorte que le multiplicateur de Lagrange est connu. Le proble`me d’optimisation se re´sume alors
a` l’inversion de la matrice syme´trique de´finie positive {A} qui correspond au syte`me (2.44).
La viscosite´ du fluide est fixe´e a` µ = 1 et le gradient de pression macroscopique a` α = e1,
de sorte que les bornes obtenues correspondent a` la composante K11 du tenseur de perme´abilite´
intrinse`que.
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Fig. 2.3: Cellules de pe´riodicite´ pour l’e´coulement autour d’un re´seau de carre´s ou de disques.
Particule carre´e Pour l’e´coulement autour du carre´, la viscosite´ du milieu de re´fe´rence est
choisie e´gale a` la viscosite´ du fluide (µ0 = µ = 1). En conse´quence, seule la phase solide est
polarise´e. Nume´riquement, il est observe´ que ce choix fournit la meilleure borne pour une
discre´tisation donne´e. Comme sera montre´ par la suite dans l’e´tude de l’e´coulement autour
d’un disque, ce re´sultat n’est valable que lorsque la phase solide est une union de voxels, de
sorte que la valeur de µ0 n’importe pas dans la re`gle de moyenne de la viscosite´ (2.42). Ce choix
permet aussi de diminuer le nombre d’ite´rations du solveur gradient conjugue´ car l’espace de
champ de polarisation explore´ est re´duit (le choix µ0 = µ implique τβ = 0 si Ωβ ⊂ Ωf ).
Les calculs de re´fe´rence par e´le´ments finis ont e´te´ re´alise´s avec un dallage re´gulier d’e´le´ments
quadrangulaires avec une interpolation quadratique Q8 de la vitesse5. Ainsi, la grille de
discre´tisation peut eˆtre compare´e a` celle utilise´e pour la me´thode FFT. De plus, le minimum
de l’e´nergie potentielle (1.53) garantit le statut de borne infe´rieure sur K11 des re´sultats par
e´le´ments finis et une ame´lioration de la borne avec le raffinement du maillage.
Les re´sultats pour les bornes sur K11 dans le cas de la particule solide carre´e sont pre´sente´s
Fig. 2.4. Comme attendu d’apre`s le cadre variationnel de Hashin et Shtrikman mis en place
(2.33), la me´thode FFT fournit des bornes supe´rieures sur la perme´abilite´, qui convergent vers
la valeur exacte avec le raffinement de la grille de discre´tisation. Remarquons que les erreurs sur
la perme´abilite´ pour la me´thode FFT (3 d.d.l. par pixel en dimension 2) convergent aussi vite
avec la discre´tisation que pour la me´thode des e´le´ments finis avec des e´le´ments Q8 (≈ 3 d.d.l.
inde´pendants par e´le´ment en moyenne).
La Fig. 2.5 montre que les champs de vitesse locaux calcule´s par (2.46) fournissent de bonnes
approximations des champs solutions, meˆme lorsque la grille de discre´tisation est grossie`re (16×
16 pixels). Il en est de meˆme pour les taux de de´formations. Une observation attentive montre
que pour la grille grossie`re, les vitesses locales calcule´es par la me´thode FFT tendent a` eˆtre
surestime´es dans la direction oppose´e du gradient de pression, ce qui est cohe´rent avec le statut de
borne supe´rieure de la me´thode. Par ailleurs, la vitesse dans la phase solide n’est pas exactement
nulle localement, mais de plusieurs ordres de grandeur infe´rieure a` la vitesse moyenne. Un
raffinement de la grille de discre´tisation permet d’abaisser encore cet ordre de grandeur de la
vitesse dans la phase solide.
Particule circulaire L’e´coulement autour de la particule circulaire est le´ge´re`ment plus com-
plique´ a` traiter avec la me´thode FFT. En effet, l’interface solide-fluide ne co¨ıncide pas avec les
frontie`res des pixels.
La premie`re difficulte´ est donc qu’il faut invoquer la re`gle de moyenne de la viscosite´ (2.42).
5Dans ces calculs, la liaison d’incompressibilite´ n’est pas impose´e rigoureusement par un lagrangien, mais en
choisissant un module de compression e´leve´. Une e´tude de sensibilite´ montre que, pour cet exemple, un module
de compression qui correspond a` un coefficient de Poisson de 0,499 en e´lasticite´ line´aire est suffisant.
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Fig. 2.4: Bornes sur la perme´abilite´ pour la particule carre´e : effet de la re´solution. N1 = N2
est le nombre de pixels (me´thode FFT, symbole +) ou d’e´le´ments Q8 (e´le´ments finis, symbole
×) dans chaque direction de la grille de discre´tisation.
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Fig. 2.5: Valeurs locales de la composante v1 de la vitesse le long du coˆte´ droit de la cel-
lule de pe´riodicite´ Fig. 2.3 pour la particule carre´e. La courbe de re´fe´rence est constitue´e des
de´placements nodaux obtenus par e´le´ments finis sur une grille re´gulie`re 256 × 256 d’e´le´ments
Q8. Les vitesses moyennes par pixel obtenues par la me´thode FFT sur une grille de 10242 pixels
sont confondues avec les re´sultats par e´le´ments finis. Celles obtenues pour une grille grossie`re de
162 pixels (symboles +) fournissent de´ja` une bonne approximation.
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Fig. 2.6: Influence du choix de la viscosite´ de re´fe´rence sur la borne sur K11. La valeur de
re´fe´rence pour les erreurs relatives sur K11 est obtenue pour µ0 = 0.95.
Cette re`gle ne´cessite la connaissance de la fraction volumique de solide dans un pixel traverse´
par l’interface solide-fluide. Cette fraction volumique n’est pas facile a` calculer directement
pour la ge´ome´trie conside´re´e ici. Pour simplifier, on propose de l’e´valuer de manie`re approche´e
en pixe´lisant le disque sur une grille fine (ici 20482 pixels), puis d’effectuer les moyennes sur
ce disque finement pixe´lise´ pour calculer les fractions volumiques des pixels de la grille, plus
grossie`re, qui sera utilise´e pour le calcul de la perme´abilite´.
La deuxie`me difficulte´ est le choix de la viscosite´ du milieu de re´fe´rence. En effet, si µ0 est
prise e´gale a` la viscosite´ du fluide, alors la re`gle de moyenne de´ge´ne`re : elle revient a` affecter la
viscosite´ du fluide a` tout pixel composite traverse´ par l’interface solide-fluide. Autrement dit, la
microstructure est pixelise´e brutalement de fac¸on restrictive, dans le sens d’une borne supe´rieure
sur la perme´abilite´. D’un autre coˆte´, choisir une viscosite´ de re´fe´rence significativement trop
faible par rapport a` celle du fluide conduit a` des bornes de´grade´es. Pour re´sumer, dans ce cas la
viscosite´ de re´fe´rence doit eˆtre choisie strictement infe´rieure a` la viscosite´ du fluide pour tenter
de capturer l’interface solide-fluide, mais pas trop loin pour ne pas de´grader la solution. Pour
une discre´tisation fixe´e de 1282 pixels, l’influence de la viscosite´ de re´fe´rence sur la perme´abilite´
calcule´e est montre´e Fig. 2.6. Dans cet exemple, la viscosite´ de re´fe´rence la plus performante
parmi celles teste´es est µ0 = 0, 95. Remarquons qu’elle n’ame´liore pas significativement la borne
par rapport au choix µ0 = µf = 1, ce qui est peut eˆtre duˆ au faible pourcentage de pixels
composites. Nous n’avons pas pu exhiber un argument the´orique sur le choix optimal (en terme
de borne sur la perme´abilite´) du milieu de re´fe´rence. Enfin, un autre e´le´ment important dans le
choix du milieu de re´fe´rence est que la matrice {A} a` inverser est mal conditionne´e lorsque la
viscosite´ de re´fe´rence est tre`s proche des viscosite´s locales.
En de´finitive, il est observe´ nume´riquement que les bornes sur la perme´abilite´ et les champs
de vitesse locaux sont cohe´rents avec les calculs par e´le´ments finis, comme pour la particule
carre´e.
E´coulement autour d’un re´seau cubique de sphe`res
Pour valider la me´thode pour un e´coulement tridimensionnel, conside´rons la perme´abilite´
d’un milieu compose´ d’un re´seau cubique de particules sphe´riques. Dans un re´seau cubique, la
cellule de pe´riodicite´ contient une seule sphe`re. La taille de la cellule de pe´riodicite´ est prise
e´gale a` 1. Lorsque les sphe`res du re´seau ont un diame`tre infe´rieur a` la cellule de pe´riodicite´, elles
sont disjointes. Dans ce cas, la perme´abilite´ a e´te´ e´tablie dans le travail de re´fe´rence de Sangani
et Acrivos [87] et e´tudie´e nume´riquement a` l’aide de diffe´rentes me´thodes par Jung et Torquato
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Fig. 2.7: Perme´abilite´ du re´seau cubique de sphe`res en fonction du rayon. Les calculs par la
me´thode FFT (⊙), mene´s sur une grille de 1283 voxels, reproduisent bien les re´sultats de re´fe´rence
de Sangani et Acrivos [87] (+) et Tardif-d’Hamonville [95] (×).
[53] et Wiegmann [105]. Lorsque les sphe`res ont un diame`tre supe´rieur a` la cellule de pe´riodicite´,
elles s’interpe´ne`trent et forment un squelette solide connecte´. Cette situation a e´te´ e´tudie´e par
Tardif-d’Hamonville [95] a` l’aide de la me´thode des e´le´ments finis, avec un traitement rigoureux
de la liaison d’incompressibilite´.
Pour la me´thode FFT, lorsque l’e´coulement macroscopique est aligne´ avec la cellule de
pe´riodicite´, la syme´trie du proble`me impose l’absence de rotation des particules meˆme lorsque
les sphe`res sont disjointes. Lorsqu’elles s’interpe´ne`trent, les conditions de pe´riodicite´ imposent
l’absence de rotation de la phase solide quelque soit la direction de l’e´coulement macroscopique.
Dans les deux cas, comme pour les exemples en de´formations planes, seule la translation de
la phase solide doit eˆtre bloque´e : on choisit donc d’imposer le gradient de pression, ce qui
de´termine les multiplicateurs de Lagrange.
Par ailleurs, afin d’estimer la fraction volumique de solide dans les pixels composites, la
sphe`re est au pre´alable voxelise´e sur une grille de 81923 voxels. La viscosite´ de re´fe´rence est
arbitrairement prise e´gale a` trois quarts de la viscosite´ du fluide (la valeur optimale µ0 = 95%µf
e´tablie dans le cas plan a` la section pre´ce´dente n’est a priori valable que pour cette microstructure
particulie`re). Ensuite, les calculs sont mene´s sur des grilles de discre´tisation de 643 et 1283 voxels.
Les re´sultats sont compare´s a` ceux de la litte´rature Fig. 2.7. La me´thode FFT produit des
re´sultats pre´cis sur toute la gamme de rayons de sphe`res teste´s. La pre´cision des re´sultats par
rapport aux travaux de re´fe´rence de Sangani et Acrivos [87] est compare´e Fig. 2.8 avec celles des
me´thodes nume´riques adopte´es par Jung et Torquato [53] (diffe´rences finies) et Wiegmann [105]
(me´thode d’immersion des frontie`res). La me´thode FFT semble produire une erreur infe´rieure
aux autres me´thodes pour une discre´tisation faible. Cette vertu est attribue´e a` la prise en compte
de l’he´te´roge´ne´ite´ des voxels traverse´s par l’interface solide-fluide par l’interme´diaire de la re`gle
de moyenne de la viscosite´ (2.42). Par ailleurs, la me´thode FFT semble converger plus vite avec
le raffinement de la discre´tisation que la me´thode propose´e dans [105].
2.2.5 Application : sphe´ro¨ıdes inter-pe´ne´trables ale´atoirement disperse´s
La me´thode FFT est maintenant applique´e a` des mate´riaux poreux, simule´s nume´riquement,
suppose´s plus repre´sentatifs d’un mate´riau granulaire que les exemples pre´ce´dents. La phase
solide est constitue´e de sphe´ro¨ıdes (ellipso¨ıdes avec syme´trie de re´volution), dispose´s et oriente´s
ale´atoirement selon une loi isotrope. Les grains sphe´ro¨ıdaux sont autorise´s a` s’inter-pe´ne´trer afin
de former un squelette solide. Au sein d’une re´alisation, les sphe´ro¨ıdes sont tous identiques pour
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Fig. 2.8: Erreurs relatives sur la perme´abilite´ d’un re´seau cubique de sphe`res, par rapport aux
re´sultats de re´fe´rence de Sangani et Acrivos [87]. Comparaison des calculs par FFT sur une grille
de 643 (⊙) ou 1283 (), des re´sultats de Jung et Torquato [53] (∗) et Wiegmann [105] sur une
grille de 403 (+) ou 2403 (×).
simplifier l’e´tude parame´trique. Le mate´riau est pe´riodique, c’est a` dire qu’un grain qui intersecte
la frontie`re du VER est continue´ par pe´riodicite´ de l’autre coˆte´ du VER. Les re´alisations de
microstructures pre´sente´es dans cette section comprennent entre 100 et 600 grains. A` la diffe´rence
de la section de validation, les sphe´ro¨ıdes sont “brutalement” voxelise´s et la viscosite´ de re´fe´rence
est choisie e´gale a` la viscosite´ du fluide. A` l’aide du logiciel d’analyses d’images 3D ImageJ6, les
connexite´s de la phase solide et de la phase fluide sont syste´matiquement ve´rifie´es. De nouveau,
seule la translation d’ensemble de la phase solide doit eˆtre bloque´e, et on choisit donc d’imposer
des gradients de pression pour ne pas devoir optimiser de multiplicateurs de Lagrange.
Un exemple de re´alisation est illustre´ Fig. 2.9 pour des sphe´ro¨ıdes prolates (allonge´s) avec
un rapport d’aspect de 2. Cette re´alisation, discre´tise´e sur une grille de 2563 voxels, contient
200 sphe´ro¨ıdes prolates de demi-grand axe 32 voxels et demi petit-axe 16 voxels. Au regard
de la section de validation Fig. 2.8, la discre´tisation est ainsi suffisament fine pour obtenir une
estimation de la perme´abilite´ avec une erreur de l’ordre du pourcent. La porosite´ de la re´alisation
est de 44.1%. La composante v1 du champ de vitesse optimal illustre´e Fig. 2.9 correspond a` un
calcul avec une viscosite´ de fluide µ = 1, un gradient de pression macroscopique impose´ α = e1
et une taille physique de la cellule de pe´riodicite´ e´gale a` 1. Dans ce syste`me d’unite´, la borne
sur K11 est 1.432 × 10−4.
De tels calculs posent la question de la repre´sentativite´ : les domaines simule´s contiennent
ils assez de grains ? En toute rigueur, pour re´pondre a` cette question, une e´tude statistique sur
de nombreuses re´alisations devrait eˆtre mene´e pour une porosite´ fixe´e, avec des domaines de
plusieurs tailles. A` cause des limitations de me´moire vive des ordinateurs dont nous disposons
(4Go), nous sommes restreints a` des grilles de discre´tisation de ≈ 3003 voxels. Si nous voulons
garder la meˆme finesse de discre´tisation, ne pouvons malheureusement pas pousser l’e´tude sur
des domaines de tailles beaucoup plus grandes que dans l’exemple ci-dessus.
En de´pit de cette question, une e´tude syste´matique est mene´e pour estimer l’influence du rap-
port d’aspect des grains sur la perme´abilite´. Trois rapports d’aspects de sphe´ro¨ıdes sont e´tudie´s :
1 (sphe`re), 5 (prolate) et 1/5 (oblate). Pour comparer la perme´abilite´ d’un milieu compose´ de
sphe`res pe´ne´trables a` celle d’un milieu compose´ de sphe´ro¨ıdes pe´ne´trables, on de´cide que toutes
les particules ont le meˆme volume. Par ailleurs, toutes les valeurs des perme´ablite´s pre´sente´es
dans la suite sont normalise´es par le carre´ du rayon des sphe`res. Les grilles de discre´tisation sont
6imagej.nih.gov/ij/
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Fig. 2.9: Milieu granulaire de synthe`se (a) La phase solide, en gris est compose´e de 200 prolates
(rapport d’aspect 2). (b) Composante v1 du champ de vitesse optimal pour une grille de 256
3
voxels. Les zones de tre`s faible vitesse sont transparentes.
de 2403 voxels, le rayon des sphe`res est d’environ 23, 4 voxels, et la taille des oblates et prolates
fixe´e afin que toutes ces particules aient le meˆme volume.
Dans cette e´tude, 90 re´alisations de milieux compose´s de sphe`res pe´ne´trables ont e´te´ simule´es :
10 re´alisations de 200 sphe`res, 10 re´alisations de 250 sphe`res, ..., 10 re´alisations de 600 sphe`res.
De meˆme, 110 re´alisations de milieux compose´s de sphe´ro¨ıdes prolates (resp. oblates) avec un
rapport d’aspect de 5 (resp. 1/5) ont e´te´ simule´es : 10 re´alisations de 100 prolates (resp. oblates),
etc..., jusqu’a` 600 grains. Pour chacune de ces 310 re´alisations, trois calculs sont mene´s (α = e1,
e2 et e3) pour de´terminer le tenseur de perme´abilite´. Chaque calcul implique 240
3 × 6 ≈ 83.106
degre´s de liberte´ et environ 500 ite´rations avant d’atteindre le crite`re de convergence du solveur
gradient conjugue´.
Les re´sultats sont pre´sente´s Fig. 2.10. Pour chaque re´alisation, on ne montre que la moyenne
des termes diagonaux du tenseur de perme´abilite´. Si une tendance nette apparaˆıt pour chacun
des trois types de grains, les re´sultats montrent une dispersion relativement importante. Dans
l’ide´al, il aurait fallu simuler des domaines contenant plus de grains. Remarquons que pour l’ho-
moge´ne´isation de la perme´abilite´ le VER doit eˆtre plus grand que pour l’homoge´ne´isation des
modules en e´lasticite´ line´aire. En effet, pour les meˆmes re´alisations, en attribuant un comporte-
ment e´lastique line´aire isotrope aux grains solides avec un module de compression κs = 1 et un
coefficient de Poisson νs = 0, 25, les calculs par la me´thode FFT pre´sente´e dans [20] montrent
que le module de compression homoge´ne´ise´ Fig. 2.11 pre´sente une dispersion beaucoup plus
faible. Une observation approfondie du champ de vitesse Fig. 2.9 montre que l’e´coulement ne se
fait que par tre`s peu de passages pre´fe´rentiels, ce qui peut expliquer la dispersion importante
des re´sultats en perme´abilite´.
Les perme´abilite´s pre´sente´es Fig. 2.10 suivent tout de meˆme une tendance bien marque´e. Pour
le choix de correspondance entre la taille des sphe´ro¨ıdes et des sphe`res qui est fait ici (meˆme
volume), les assemblages de sphe`res sont les plus perme´ables et les assemblages d’oblates les
moins perme´ables. Ces calculs permettent aussi de montrer que les bornes e´tablies au chapitre
1 pour les assemblages de sphe`res pe´ne´trables surestiment tre`s fortement (environ un ordre
de grandeur) les re´sultats nume´riques. Ce fait est remarquable, car les bornes pre´sente´es au
chapitre 1 comportent tout de meˆme une information statistique riche (fonctions de corre´lation
a` trois points). Au contraire, en e´lasticite´ line´aire, les fractions volumiques seules (fonctions
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Fig. 2.10: Perme´abilite´ intrinse`que de sphe`res ou sphe´ro¨ıdes inter-pe´ne´trables. Pour la me´thode
FFT ; ronds verts : sphe`res, triangles rouges : prolates avec rapport d’aspect 5, carre´s bleus :
oblates avec rapport d’aspect 1/5. Courbes grises : bornes supe´rieures pour des sphe`res in-
terpe´ne´trables. Courbes vertes : estimations pour des sphe`res non pe´ne´trables. La perme´abilite´
est normalise´e par le carre´ du rayon des sphe`res, tous les grains ayant le meˆme volume.
de corre´lation a` un point) permettent souvent d’attendre une pre´cision de l’ordre de quelques
pourcents.
Ces remarques illustrent un fait bien connu : la perme´abilite´ est une grandeur physique
beaucoup plus sensible a` l’organisation de la microstructure que la raideur e´lastique.
A` titre d’ouverture, remarquons Fig. 2.10 que les estimations propose´es par Kuwabara [59]
et Happel [47] pour la perme´abilite´ d’un assemblage de sphe`res impe´ne´trables (mais fixes) sont
bien plus proches des re´sultats nume´riques que les bornes du chapitre 1. Partant de ce constat,
le chapitre 3 a notamment pour but d’e´tendre ces estimations aux grains avec une orientation
privile´gie´e.
Trois remarques pour conclure ce chapitre :
1 La me´thode FFT de discre´tisation et optimisation de la polarisation peut eˆtre de´cline´e pour
le cadre variationnel simplifie´ (2.36). L’ide´e est la meˆme : explorer les espaces de champs de force
constants par voxels sur la phase solide et nuls sur la phase fluide. L’optimisation des degre´s
de liberte´ conduit alors a` l’inversion d’une matrice syme´trique mais non de´finie positive, qui
correspond simplement a` l’application de l’ope´rateur de Green d’ordre 2 (meˆme dans le cas de
multiples particules avec translation et rotation inde´pendantes !).
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Fig. 2.11: Module e´lastique de compression homoge´ne´ise´ κhom pour les re´alisations dont la
perme´abilite´ est pre´sente´e Fig. 2.10. La phase solide est e´lastique line´aire isotrope avec un
module de compression κs = 1 et un coefficient de Poisson νs = 0, 25. Pour la me´thode FFT ;
ronds verts : sphe`res, triangles rouges : prolates avec rapport d’aspect 5, carre´s bleus : oblates
avec rapport d’aspect 1/5. Courbes vertes : sche´ma auto-cohe´rent avec des sphe`res.
Une imple´mentation de cette me´thode a e´te´ re´alise´e, tre`s similaire a` celle pre´sente´e ici et
beaucoup plus simple en pratique. Les tests de cette me´thode simplifie´e ont montre´ qu’elle
permet effectivement de donner des bornes sur la perme´abilite´, comparables bien que le´ge`rement
supe´rieures a` celles obtenues par la me´thode de polarisation. Chaque ite´ration est plus rapide
a` calculer et le nombre de degre´s de liberte´ re´duit puisque l’on discre´tise un champ de tenseur
d’ordre 1 (la force) au lieu d’un champ de tenseur d’ordre 2 (la polarisation).
L’inconve´nient de cette me´thode simplifie´e est que le syste`me a` inverser est mal conditionne´
et le nombre d’ite´rations pour converger 10 a` 20 fois plus e´leve´ que pour la me´thode base´e
sur la polarisation. La raison fondamentale est que le champ de force optimal est singulier : il
comporte une distribution de forces surfaciques a` l’interface solide-fluide, qui ne peut pas bien
eˆtre capture´e par une discre´tisation en champs constants par voxel. Nume´riquement, on observe
ainsi une concentration du champ de force sur les voxels qui bordent l’interface solide fluide.
Il est inte´ressant de remarquer que cette “distribution” de force surfacique n’est pas constante,
contrairement au champ test (1.73) propose´ par Doi [31] pour e´tablir la borne (1.75). La me´thode
simplifie´e peut donc eˆtre aussi vue comme une source d’inspiration pour chercher une nouvelle
forme analytique de champ de force test.
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2 Les applications potentielles du cadre variationnel de Hashin et Shtrikman (2.33) et (2.29)
ne se cantonnent ni aux me´thodes nume´riques, ni aux conditions aux limites pe´riodiques. Tout
comme dans le chapitre 1, on peut envisager de construire des bornes en utilisant des champs de
force et de polarisation tests analytiques. Cependant, au regard des proprie´te´s de (anti-)syme´trie
des ope´rateurs de Green d’ordre 3 et 4, on pressent que le champ de polarisation constant sur
la phase solide optimum est ... nul.
3 Une des applications les plus inte´ressantes de la me´thode FFT est son utilisation sur des
microstructures voxelise´es re´elles obtenues par des techniques d’imagerie tridimensionnelle. Pour
les ge´omate´riaux a` grains fins, les micro-tomographes actuels, qui ont une re´solution de l’ordre de
0, 25µm, ne permettent pas de re´soudre les pores. Les techniques d’imagerie par un microscope
e´lectronique a` balayage couple´ a` des ablations par faisceau ionique (FIB/SEM) permettent de
descendre a` une re´solution de 10nm. Avec cette re´solution, les pores d’un calcaire a` grains fins
sont bien re´solus [74] et ainsi qu’une fraction des pores dans les mate´riaux argileux (c.f. the`se
de Yang Song, LML, 2014).
Outre l’obtention d’images de qualite´, suffisamment re´solues et convenablement aligne´es,
plusieurs proble`mes se posent. Comment segmenter la phase de pores ? Cette e´tape est bien sou-
vent beaucoup plus complexe qu’un simple seuil sur le niveau de gris des images et requiert une
ve´ritable expertise. Ainsi, bien que disposant des images 3D brutes du re´seau poreux de la craie
de Haubourdin pre´sente´es dans [74], nous n’avons pas e´te´ en mesure de re´aliser une segmenta-
tion satisfaisante. Par exemple, pour un plan de section donne´, il est difficile de diffe´rencier la
phase solide de la section en cours de la phase solide qui est vue par transparence a` travers les
pores, qui correspond a` d’autres plans : une segmentation trop brutale aurait alors tendance a`
remplacer une partie du pore par du solide.
Enfin, lorsque la microstructure est preˆte a` eˆtre utilise´e par la me´thode FFT, comment ge´rer
les conditions aux limites ? En effet, la sensibilite´ aux conditions aux limites est beaucoup plus
grande en perme´abilite´ qu’en e´lasticite´ line´aire : une reproduction pe´riodique de la microstructure
qui, elle, ne l’est pas, peut comple`tement ou partiellement couper les passages pre´fe´rentiels de
circulation du fluide. Pour palier ce proble`me, avanc¸ons deux pistes. La premie`re est d’ajouter
une couche de fluide (d’e´paisseur a` de´terminer) sur la face du domaine orthogonale au gradient
de pression, a` la manie`re d’un essai expe´rimental de mesure de perme´abilite´. La deuxie`me est
de conside´rer une reproduction syme´trique de la structure dans les 3 directions de l’espace et
d’appliquer les conditions aux limites pe´riodiques sur cette structure syme´trise´e. Il faudrait
alors exploiter les proprie´te´s de syme´trie de l’e´coulement et des transforme´es de Fourier pour
ne pas devoir utiliser 23 fois plus de degre´s de liberte´, au prix d’une plus grande complexite´ de
l’imple´mentation nume´rique.
* *
*
Chapitre 3
Estimations microme´caniques de la
perme´abilite´
Re´sume´ : L’objet de ce chapitre est de proposer des estimations analytiques ou semi analytiques
de la perme´abilite´ d’un milieu poreux. Dans un premier temps, l’inade´quation des sche´mas d’ho-
moge´ne´isation classiques base´s sur le proble`me d’Eshelby est souligne´e. De`s lors, les estimations
se basent sur la de´finition de cellules perme´ables e´quivalentes et leur utilisation dans un sche´ma
auto-cohe´rent. La perme´abilite´ e´quivalente est de´termine´e par la re´solution d’un proble`me auxi-
liaire sur une cellule compose´e de solide et de fluide dans un domaine borne´, dont la ge´ome´trie
est adapte´e au milieu poreux de´crit. Une cellule a` ge´ome´trie sphe´rique est d’abord pre´sente´e, avec
prise en compte du glissement a` l’interface solide-fluide. Ensuite, des ge´ome´tries cylindriques
a` section elliptique ou sphe´ro¨ıdales sont conside´re´es pour tenter de capturer les effets d’ani-
sotropie des grains solides. Des re´solutions exactes (lorsque possible) et des encadrements par
des me´thodes e´nerge´tiques des proble`mes auxiliaires sont e´tablies a` l’aide de diverses me´thodes
comme l’utilisation de la repre´sentation de Papkovich-Neuber combine´e aux harmoniques en co-
ordonne´es sphe´ro¨ıdales ou les transformations conformes du plan complexe et le de´veloppement
en se´rie entie`re des fonctions holomorphes. L’utilisation des cellules perme´ables e´quivalentes est
enfin illustre´e pour la mode´lisation de l’effet Klinkenberg et de la perme´abilite´ relative.
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Au chapitre 2 ont e´te´ pre´sente´s un cadre variationnel et une me´thode nume´rique pour l’ho-
moge´ne´isation de la perme´abilite´ qui empruntent des concepts initialement introduits dans le
cadre de l’homoge´ne´isation de l’e´lasticite´ line´aire. Il est alors tentant de continuer a` pousser
l’analogie entre ces deux domaines pour e´tablir des estimations microme´caniques analytiques de
la perme´abilite´.
Cependant, l’homoge´ne´isation de la perme´abilite´ et celle de l’e´lasticite´ pre´sentent des
diffe´rences fondamentales. En e´lasticite´ line´aire, les lois de comportement ont la meˆme nature
aux e´chelles micro et macro : la loi de Hooke. Au contraire, pour la perme´abilite´, l’e´coulement
est de´crit a` l’e´chelle micro par les e´quations de Stokes ; tandis qu’a` l’e´chelle macro il est de´crit
par la loi de Darcy. Par ailleurs, dans un proble`me d’homoge´ne´isation les conditions aux limites
cine´matiques sont line´aires par rapport a` la position (ξ = E · z) en e´lasticite´, alors qu’elle sont
uniformes en vitesse (v = V ) en perme´abilite´. De plus, pour la perme´abilite´ les conditions aux
limites sont de natures diffe´rentes aux deux e´chelles. A` l’e´chelle microscopique, les conditions
aux limites sur une surface sont imposables sur toutes les composantes du vecteur vitesse ou
du vecteur contrainte σ · n, tandis qu’a` l’e´chelle macroscopique les conditions aux limites sont
uniquement imposables sur la pression ou sur le flux v ·n de la vitesse. Enfin, l’e´coulement micro
fait intervenir une condition d’annulation de la vitesse ou de glissement a` l’interface solide-fluide.
L’homoge´ne´isation de la perme´abilite´ implique donc d’une part un changement d’ordre tensoriel
dans les grandeurs relie´es par les lois de comportement, d’autre part une interversion du roˆle des
champs statiques et cine´matiques. Enfin, l’homoge´ne´isation de la perme´abilite´ fait intervenir un
rapport de tailles caracte´ristiques : de par la condition d’adhe´rence, la taille caracte´ristique de
fluctuation de la vitesse est la taille des pores, tandis celle de fluctuation du gradient de pression
est gouverne´e par la structure macroscopique de l’e´coulement. Ainsi, la perme´abilite´ varie avec
le carre´ de la taille des pores, tandis que les modules e´lastiques ne font pas intervenir de taille
caracte´ristique en l’absence d’effets d’interface.
De`s lors, certaines ide´es a` la base des sche´mas d’homoge´ne´isation classiques en e´lasticite´
(Hooke→Hooke) ou en perme´abilite´ pure (Darcy→Darcy) ne sont plus approprie´es pour l’ho-
moge´ne´isation Stokes→Darcy de la perme´abilite´. La section 3.1 illustre l’inade´quation d’une
transposition directe des sche´mas d’homoge´ne´isation base´s sur le proble`me d’Eshelby. Une des
raisons principales est que ce type de sche´ma base´ sur la solution d’un proble`me avec conditions
aux limites reporte´es a` l’infini ne permet pas de rendre compte de la distance caracte´ristique de
variation de la vitesse dans les pores. Or, tandis que les modules e´lastiques ne de´pendent pas
d’une taille caracte´ristique, la perme´abilite´ y est tre`s sensible comme mentionne´ ci dessus.
Pour tenir compte de la taille des pores, il faut alors de´finir un proble`me auxiliaire sur un
motif morphologique qui de´crit de manie`re simplifie´e la ge´ome´trie a` l’e´chelle d’un pore et/ou
d’un grain de solide.
Suivant la forme des pores et des constituants de la phase solide, plusieurs motifs morpholo-
giques sont e´tudie´s dans ce chapitre. La section 3.2 propose une description base´e sur un grain
solide entoure´ d’une enveloppe concentrique de pore, de taille finie ajuste´e sur le rayon des pores.
La section 3.3 se penche sur des grains en forme d’aiguilles de´crits par un cylindre de section
elliptique, entoure´ d’une enveloppe elliptique confocale de pore. La section 3.4 pre´sente un mo-
tif morphologique constitue´ d’un grain solide sphe´ro¨ıdal entoure´ d’une enveloppe sphe´ro¨ıdale
confocale de pore, afin de de´crire des milieux granulaires dont les grains solides ont une orien-
tation pre´fe´rentielle. Enfin, la section 3.5 se base sur l’e´coulement de Poiseuille pour de´crire des
pores plats (fissures, joints de grains, espace entre feuillets) ou cylindriques (cf. ide´alisation en
porosime´trie mercure ou mode`les d’adsorption BJH, BET, ...).
Pour appre´hender ce chapitre avec une vision d’ensemble, il faut conside´rer que les sec-
tions 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5 proposent un e´ventail de motifs morphologiques pour repre´senter des
caracte´ristiques spe´cifiques des pores ou du solide. A` partir de chacun de ces motifs morpho-
logiques, une cellule perme´able e´quivalente est de´finie. Chaque cellule perme´able e´quivalente
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est caracte´rise´e une forme ge´ome´trique approprie´e (sphe`re, ellipso¨ıde, plan, aiguille...) et par
une perme´abilite´ e´quivalente. Ces cellules perme´ables e´quivalentes constituent des briques
e´le´mentaires pour la construction de mode`les microme´caniques d’estimation de la perme´abilite´
d’un mate´riau. Par exemple, elles peuvent eˆtre inte´gre´es dans les sche´mas d’homoge´ne´isation
classiques pre´sente´s dans la section 3.1.1.
3.1 Sche´mas base´s sur une inclusion dans un milieu infini
3.1.1 Sche´mas base´s sur le proble`me d’Eshelby
Bien que le coeur du chapitre soit consacre´ a` l’estimation microme´canique de la perme´abilite´
pour la transition d’un e´coulement de Stokes a` un e´coulement de Darcy (Stokes→ Darcy), il est
instructif de rappeler brie`vement les sche´mas d’homoge´ne´isation classiques pour un e´coulement
dans un milieu darce´en he´te´roge`ne (Darcy → Darcy).
Homoge´ne´isation de la loi de Darcy
Proble`me d’homoge´ne´isation Le proble`me d’homoge´ne´isation d’un milieu darce´en
he´te´roge`ne peut se poser sur un VER Ω comme
div v = 0 (Ω)
v = −K(z) · grad p (Ω)
p = α · z (∂Ω)
(3.1)
Les conditions aux limites utilise´es dans (3.1) sont appele´es conditions aux limites homoge`nes
en gradient de pression.
Re`gles de moyenne Deux re´sultats essentiels sont la re`gle de moyenne du gradient de pression
et la re`gle de moyenne de la vitesse. Pour tout champ de pression p ve´rifiant les conditions aux
limites homoge`nes en gradient de pression, le gradient de pression macroscopique α est e´gal a`
la moyenne du gradient de pression local α = grad p car :∫
Ω
grad p dV =
∫
∂Ω
pn dS =
∫
∂Ω
(α · z)n dS = |Ω|α (3.2)
par utilisation du the´ore`me de la divergence. A` l’e´chelle macroscopique, la quantite´ duale (au
sens de la puissance) du gradient de pression macroscopique α est une vitesse macroscopique V .
Pour relier V au champ de vitesse microscopique v solution de (3.1), observons que la puissance
de de´formation dans Ω a` l’e´chelle macroscopique P = |Ω|α · V doit eˆtre e´gale a` la puissance de
de´formation a` l’e´chelle microscopique, soit
P =
∫
Ω
grad p·v dV = −
∫
Ω
p div v dV +
∫
∂Ω
pv·n dS = α
∫
∂Ω
(z⊗v)n dS = α·
∫
Ω
v dV (3.3)
par utilisation du the´ore`me de la divergence et du caracte`re incompressible de l’e´coulement.
La confrontation de (3.3) avec la description macroscopique de la puissance dissipe´e permet de
de´montrer la re`gle de moyenne de la vitesse V = v.
Perme´abilite´ homoge´ne´ise´e Par line´arite´ du proble`me (3.1), le champ de pression solution
p et donc son gradient de´pendent line´airement du chargement α. Il existe donc un champ de
tenseurs d’ordre deux appele´ tenseur de localisation et note´ A tel que grad p = A ·α. D’apre`s
la re`gle de moyenne du gradient de pression (3.2), la moyenne du tenseur de localisation est
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l’identite´ : A = I. La re`gle de moyenne de la vitesse permet en outre d’e´tablir V = −K ·A ·
α. Or la perme´abilite´ homoge´ne´ise´e est de´finie comme le tenseur Khom qui relie la vitesse
macroscopique V = v au gradient de pression macroscopique α = grad p par V = −Khom ·α.
Par identification, la perme´abilite´ homoge´ne´ise´e se de´duit du tenseur de localisation du gradient
de pression par
Khom =K ·A =
n∑
i=0
fiK
i ·Ai =K0 +
n∑
i=1
fi
(
Ki −K0) ·Ai (3.4)
ou` les deux dernie`res e´galite´s correspondent au cas d’un milieu he´te´roge`ne multiphasique ou`
chaque phase i a une perme´abilite´ homoge`neKi et occupe une fraction volumique fi. La dernie`re
e´galite´, qui fait utilisation de la re`gle de moyenne du gradient de pression A = 1 =
∑
i fiA
i, est
utile dans le cas ou` la phase i = 0 joue le roˆle particulier de matrice.
Estimations classiques de la perme´abilite´ homoge´ne´ise´e
Proble`me d’Eshelby Les sche´mas d’homoge´ne´isation classiques proposent des estimations
de la perme´abilite´ homoge´ne´ise´e Khom base´es sur la solution du proble`me auxiliaire d’Eshelby.
Le proble`me auxiliaire d’Eshelby est de´fini sur un milieu infini constitue´ d’une matrice ho-
moge`ne de perme´abilite´ K0 dans laquelle est plonge´e une inclusion ellipsoidale I de perme´abilite´
homoge`ne Ki. Le chargement est un gradient de pression macroscopique α0 impose´ a` l’infini :
div v = 0 (R3)
v = −K0 · grad p (R3 − I)
v = −Ki · grad p (I)
p = α0 · z (|z| → ∞)
(3.5)
Si l’inclusion I est ellipso¨ıdale, le gradient de pression dans l’inclusion est constant et se calcule
a` l’aide du tenseur de Hill P I0 correspondant a` la ge´ome´trie de l’inclusion ellipso¨ıdale I et a` la
perme´abilite´ K0 du milieu homoge´ne´ise´ :
grad pI = [1+ P I0 · (Ki −K0)]−1 ·α0 (3.6)
Lorsque la perme´abilite´ K0 est isotrope, c’est a` dire K0 = K01, le tenseur d’Eshelby SI0 =
P I0 ·K0 est inde´pendant de la perme´abilite´ K0. Pour une inclusion I sphe´rique ou sphe´ro¨ıdale
(oblate ou prolate), le tenseur d’Eshelby se de´compose en S = Snn ⊗ n + St(1 − n ⊗ n) [7],
avec :
Ssph =
1
3
Spro =
−√ω2 − 1 + ω arccosh(ω)
(ω2 − 1)3/2 n⊗ n+
ω(ω
√
ω2 − 1− arccosh(ω))
2(ω2 − 1)3/2 (1− n⊗ n)
Sob = −−
√
1− ω2 + ω arccos(ω)
(1− ω2)3/2 n⊗ n−
ω(ω
√
1− ω2 − arccos(ω))
2(1 − ω2)3/2 (1− n⊗ n)
(3.7)
ou` ω est le rapport d’aspect du sphe´ro¨ıde (ω > 1, prolate ; ω < 1, oblate) et n est le vecteur
unitaire coline´aire a` l’axe de re´volution du sphe´ro¨ıde.
Sche´ma dilue´ Lorsque le milieu he´te´roge`ne est constitue´ d’une matrice de perme´abilite´ K0
et d’inclusions e´loigne´es les unes des autres, l’ide´e est d’utiliser la re`gle de localisation (3.6) du
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proble`me d’Eshelby avec α0 = α pour estimer les moyennes par phase inclusionaire du tenseur
de localisation qui interviennent dans (3.4) :
Khom ≈Kdil =K0 +
n∑
i=1
fiδK
i · [1+ P I0 · δKi]−1, (3.8)
avec la notation δKi =Ki−K0. L’utilisation du sche´ma dilue´ doit eˆtre restreinte aux tre`s faibles
fractions volumiques d’inclusions car le sche´ma dilue´ suppose l’absence d’interaction entre les
inclusions.
Sche´ma de Mori-Tanaka Dans le cas d’un composite a` matrice avec des concentrations
d’inclusions non infinite´simales, l’interaction entre les inclusions peut eˆtre prise en compte d’une
manie`re simplifie´e. L’ide´e est de reprendre la re`gle de localisation du proble`me d’Eshelby avec
des conditions aux limites modifie´es : le gradient de pression auxiliaire α0 applique´ a` l’infini
n’est plus choisi e´gal au gradient de pression macroscopique α mais est de´termine´ par la re`gle de
moyenne du gradient de pression. Spe´cifiquement, le gradient de pression moyen dans la matrice
est pris e´gal au gradient de pression auxiliaire α0, tandis que le gradient de pression moyen
dans chaque phase inclusionnaire est de´termine´ par (3.6). La re`gle de moyenne du gradient de
pression (3.2) impose alors la valeur du gradient de pression auxiliaire :
α = f0α0 +
n∑
i=1
fi[1+ P
I
0 · δKi]−1 ·α0 (3.9)
d’ou` l’on de´duit
α0 =
(
f0I +
n∑
i=1
fi[1+ P
I
0 · δKi]−1
)−1
·α =
(
n∑
i=0
fi[1+ P
I
0 · δKi]−1
)−1
·α. (3.10)
L’estimation de Mori-Tanaka de la perme´abilite´ homoge´ne´ise´e se de´duit alors de (3.4) :
Khom ≈Kmt =
(
n∑
i=0
fiK
i · [1+ P I0 · δKi]−1
)
·
(
n∑
i=0
fi[1+ P
I
0 · δK i]−1
)−1
(3.11)
qui peut encore se re´e´crire plus ge´ne´ralement :
Kmt =K · [1+ P I0 · δK]−1 ·
([
1+P I0 · δK
]−1)−1
(3.12)
Sche´ma auto-cohe´rent Lorsque la microstructure est de´sordonne´e, a` la manie`re d’un poly-
cristal, il n’y a plus lieu de privile´gier une phase par rapport aux autres. Dans ce cas, le proble`me
d’Eshelby est repris mais l’inclusion ellipso¨ıdale I est plonge´e dans un milieu infini qui posse`de
les proprie´te´s du milieu homoge´ne´ise´, a priori inconnues. La localisation du gradient de pression
dans l’inclusion I fait alors intervenir le tenseur de Hill P Iac de l’ellipso¨ıde I et de la perme´abilite´
homoge´ne´ise´e Kac. Comme dans le sche´ma de Mori-Tanaka, le gradient de pression applique´
a` l’infini dans le proble`me d’Eshelby est un gradient de pression auxiliaire a` de´terminer par la
re`gle de moyenne du gradient de pression. Finalement, un raisonnement similaire au sche´ma de
Mori-Tanaka indique que la perme´abilite´ homoge´ne´ise´e Kac est solution de l’e´quation :
Kac =K · [1+ P Iac · δacK]−1 ·
([
1+P Iac · δacK
]−1)−1
, (3.13)
ou` δacK =K −Kac. L’e´quation (3.13) peut se simplifier en :
δacK · [1+ P Iac · δacK]−1 = 0 (3.14)
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3.1.2 Sche´mas base´s sur l’e´coulement de Stokes autour d’une particule
Revenons maintenant a` la proble´matique au coeur de ce chapitre : l’e´tablissement d’esti-
mations pour la transition d’un e´coulement de´crit par les e´quations de Stokes a` un e´coulement
de´crit par la loi de Darcy. Cette section a pour but de de´tailler les e´cueils rencontre´s lorsque l’on
essaye d’effectuer un paralle´lisme direct avec les sche´mas d’homoge´ne´isation classiques pre´sente´s
dans la section 3.1.1.
E´coulement autour d’une particule plonge´e dans un milieu visqueux infini
Conside´rons un proble`me auxiliaire qui se veut l’analogue du proble`me auxiliaire d’Eshelby
(3.5). Soit I une particule solide fixe´e, plonge´e dans un fluide newtonien qui suit un e´coulement
uniforme avec une vitesse V 0 a` l’infini. Le proble`me de Stokes est de´fini comme :
div v = 0 (R3 − I)
v = 0 (∂I)
d = grads v (R3 − I)
σ = −p1+ 2µd (R3 − I)
divσ = − grad p+ µ∆v = 0 (R3 − I)
v = V 0 (|z| → ∞)
(3.15)
Lorsque I est une sphe`re de rayon R, la solution de (3.15) est classique. La force de traine´e
exerce´e par le fluide sur la particule solide sphe´rique est F I = 6πµRV 0.
Une premie`re critique de ce mode`le est que le champ de vitesse solution croit tre`s lentement
du 0 de la condition d’adhe´rence V , avec un comportement asymptotique en 1/r. Le proble`me
auxiliaire n’est donc pas vraiment repre´sentatif de l’e´coulement dans un pore ou` la vitesse varie
brusquement, a` l’e´chelle du pore. De plus, sa transposition pour un e´coulement plan autour d’un
disque n’admet pas de solution (solution de raccord avec effets d’inertie a` l’infini)
Lorsque I est un sphe´ro¨ıde de distance focale c, de rapport d’aspect ω et d’axe de re´volution
oriente´ par le vecteur unitaire n, la force de traˆıne´e est [24] :
F I = 6πµc [Dnn⊗ n+Dt (1− n⊗ n)] · V 0 (3.16)
ou`, si le sphe´ro¨ıde est prolate, avec τ = ω/
√
ω2 − 1 et “arcoth” l’argument cotangente hyperbo-
lique :
Dpron (τ) =
4
3
(−τ + (1 + τ2)arcoth(τ))−1
Dprot (τ) =
8
3
(
τ + (3− τ2)arcoth(τ))−1 (3.17)
et si le sphe´ro¨ıde est oblate, avec λ = ω/
√
ω2 + 1 et “arcotan” l’argument cotangente :
Dobn (λ) =
4
3
(
λ+ (1− λ2)arcotan(λ))−1
Dobt (λ) =
8
3
(−λ+ (3 + λ2)arcotan(λ))−1 (3.18)
D’une manie`re ge´ne´rale, par line´arite´ du proble`me (3.15), il existe un tenseur d’ordre deux LI
tel que F I = |I|µLI · V 0.
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Un sche´ma dilue´
Conside´rons un milieu (fictif) compose´ de particules solides fixes tre`s e´loigne´es les unes des
autres. Suivant (1.27), notons f le champ de force volumique constant sur chaque inclusion et
nul sur la phase fluide qui permet d’e´quilibrer la force de traˆıne´e exerce´e par le fluide sur le
solide. D’apre`s (1.27), la moyenne f est alors e´gale au gradient de pression macroscopique. Sous
re´serve que les particules solides soient suffisament e´loigne´es les unes des autres pour ne pas
inte´ragir, le champ de force volumique f peut eˆtre approche´ a` partir de la solution du proble`me
(3.15) par −F I/|I| sur chaque inclusion I, avec V 0 = V dans la limite dilue´e. La moyenne de
ce champ de force volumique approche´ permet d’estimer le gradient de pression macroscopique :
α ≈ −
∑
I
F IχI/|I| = −µ
∑
I
LIχI · V (3.19)
d’ou` l’estimation dilue´e de la perme´abilite´
Kdil =
(
µ
∑
I
LIχI
)−1
. (3.20)
Par exemple, lorsque toutes les particules sont des sphe`res de rayon identique R, la perme´abilite´
se comporte dans la limite dilue´e φ→ 1 comme :
Kdil =
2
9
1
1− φ
R2
µ
1 (3.21)
Remarquons qu’en dehors de la situation dilue´e, cette approximation est tout a` fait inapproprie´e
car elle ne s’annule pas lorsque la porosite´ est nulle.
Un sche´ma inspire´ du sche´ma de Mori-Tanaka
Pour tenter de prendre en compte l’interaction entre les particules lorsque la fraction vo-
lumique de solide n’est pas infinite´simale, proce´dons comme dans le sche´ma de Mori-Tanaka.
Le choix de V 0 est maintenant guide´ par la re`gle de moyenne de la vitesse. La moyenne de la
vitesse dans le fluide est prise e´gale a` V 0. La nullite´ de la vitesse dans le solide entraˆıne alors
φV 0 = V par la re`gle de moyenne de la vitesse. Proce´dant alors comme pour le sche´ma dilue´,
il vient finalement :
Kmt = φKdil (3.22)
qui pre´sente le meˆme comportement asymptotique que l’estimation dilue´e lorsque φ→ 1, et qui
s’annule bien lorsque la porosite´ est nulle. Dans le cas de sphe`res de rayon R, l’estimation (3.22)
devient :
Kmt =
2
9
φ
1− φ
R2
µ
1 (3.23)
Cette expression est facilement comparable a` la borne supe´rieure (1.91) propose´e par Weissberg
et Prager [104] Kwp : leur ratio est Kmt/Kwp = − ln(φ)/(1 − φ). Lorsque la porosite´ tend vers
1, les deux valeurs convergent bien vers la limite dilue´e Kdil (3.21). Cependant, pour les faibles
valeurs de porosite´, Kmt ≫ Kwp bien que les re´sultats Fig. 1.2 montrent que Kwp surestime
alors la perme´abilite´ de plusieurs ordres de grandeur !
Le seul domaine de validite´ de (3.22) est donc les tre`s fortes porosite´s. En utilisant (3.16),
la perme´abilite´ d’un assemblage de sphe´ro¨ıdes identiques fixes oriente´s ale´atoirement avec une
loi isotrope se comporte asymptotiquement lorsque φ→ 1 comme :
Kmtpro =
3τ(τ2 − 1)
Dpron (τ) + 2D
pro
t (τ)
2
9
φ
1− φ
c2
µ
1
Kmtob =
3λ(λ2 + 1)
Dobn (λ) + 2D
ob
t (λ)
2
9
φ
1− φ
c2
µ
1
(3.24)
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Un sche´ma auto-cohe´rent ?
Comment construire un sche´ma qui s’inspire du sche´ma auto-cohe´rent ? Faut-il remplacer
la viscosite´ µ dans (3.15) par une “viscosite´ homoge`ne” pour rendre compte de l’effet du reste
de la phase solide sur l’e´coulement autour de la particule solide I ? Le raisonnement se heurte
directement a` la diffe´rence de nature entre les lois de comportement aux e´chelles micro et macro.
Cette section illustre bien la difficulte´ de construire des estimations fiables de la perme´abilite´
a` partir de la de´finition d’un proble`me auxiliaire avec conditions aux limites reporte´es a` l’infini.
Fondamentalement, ces estimations ne permettent pas de rendre compte du caracte`re confine´
de l’e´coulement, ou` la vitesse s’annule avec une longueur caracte´ristique gouverne´e par la taille
des pores.
3.2 Cellules perme´ables e´quivalentes sphe´riques
Cette section introduit le concept de cellule perme´able e´quivalente dans le cas d’une ge´ome´trie
sphe´rique. L’ide´e consiste a` affecter une perme´abilite´ homoge`ne a` un domaine borne´ qui com-
prend une phase fluide et une phase solide dont l’agencement est suffisament simple pour
permettre la re´solution d’un proble`me d’e´coulement re´gi par les e´quations de Stokes, appele´
proble`me auxiliaire.
3.2.1 Proble`me(s) auxiliaire(s)
Le proble`me auxiliaire est de´fini a` l’inte´rieur d’un domaine Ω borne´. La cellule perme´able
e´quivalente posse`de la meˆme ge´ome´trie que le domaine Ω et sera affecte´e d’une perme´abilite´
e´quivalente homoge`ne. Pour le proble`me auxiliaire, on conside`re une particule solide immobile
P strictement incluse dans Ω. Dans l’espace Ω\P s’e´coule un fluide newtonien de viscosite´ µ.
L’e´coulement est suppose´ incompressible et en ∂P la vitesse soumise soit a` la condition de
glissement (1.92) soit a` la condition d’adhe´rence, suivant le type de fluide.
Du fait de la taille finie du domaine Ω, le type de conditions aux limites applique´es en ∂Ω est
d’une importance cruciale. La transposition directe de (3.15) au milieu fini sugge`re d’imposer
une vitesse uniforme v = V sur ∂Ω. Ce choix propose´ par Kuwabara [59] correspond aux
conditions aux limites uniformes en vitesse (1.32). Une alternative est d’imposer que seul le flux
de la vitesse a` travers ∂Ω corresponde au flux d’une vitesse uniforme (v · n = V · n), tandis
que les contraintes visqueuses tangentielles s’annulent sur ∂Ω. Ce choix propose´ par Happel [47]
correspond aux conditions aux limites mixtes (1.34). Par ailleurs, certains auteurs (par ex. [96])
ont propose´ d’imposer que la vorticite´ rotv s’annule sur ∂Ω. Dans tous ces choix, le chargement
est une vitesse impose´e V .
Suivant l’argumentaire de´veloppe´ dans [18], on se concentre sur les conditions uniformes en
vitesse (1.32) et les conditions mixtes (1.34). Les avantages de ces deux choix sont multiples.
Tout d’abord, la condition d’incompressibilite´ entraˆıne que la moyenne de la vitesse dans la
cellule Ω est directement v = V . Par ailleurs, le gradient de pression effectif pour la cellule est
de´fini sans ambigu¨ıte´ par (1.41) comme la force de traine´e exerce´e par le fluide sur le solide,
normalise´e par le volume de la cellule. Enfin, ces choix ve´rifient la condition (1.29) qui permet
de garantir le lemme de Hill (1.48) pour la cellule Ω, ou` les champs admissibles sont de´finis
par (1.33) ou (1.35) (a` l’exception de la condition d’adhe´rence en cas de glissement aux parois).
Cette proprie´te´ est essentielle puisqu’elle garantit l’e´quivalence entre les de´finitions e´nerge´tique
et directe de la perme´abilite´ e´quivalente de la cellule.
Pour re´sumer, deux proble`mes auxiliaires sont de´finis, un pour chaque type de conditions
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aux limites :
div v = 0 (Ω\P)
d = grads v (Ω\P)
σ = −p1+ 2µd (Ω\P)
divσ = − grad p+ µ∆v = 0 (Ω\P)
JvK =
ζ
µ
(1− n⊗ n) · σ · n (∂P)
conditions aux limites (1.32) ou (1.34) (∂Ω)
(3.25)
La perme´abilite´ de la cellule perme´able e´quivalente est de´finie comme le tenseur K tel que :
V = −K ·α avec α = 1|Ω|
∫
∂P
σ · nf→s dS (3.26)
Comme e´voque´ ci-dessus, cette de´finition directe est e´quivalente a` la de´finition e´nerge´tique :
1
2
V ·K−1 · V |Ω| = 1
2
∫
Ω\P
2µd(v) : d(v) d V +
1
2
∫
∂P
µ
ζ
JvtK · JvtK dS (3.27)
ou` v est le champ de vitesse solution du proble`me auxiliaire (3.25) et vt la partie tangentielle
de v le long de l’interface solide-fluide. La de´finition e´nerge´tique (3.27) stipule que la puissance
dissipe´e par la cellule perme´able e´quivalente, dans sa description par la loi de Darcy, est e´gale
a` la puissance dissipe´e par la solution du proble`me auxiliaire (3.25) d’e´coulement d’un fluide
newtonien.
Plus ge´ne´ralement, les the´ore`mes du minimum de l’e´nergie potentielle (1.51) et
comple´mentaire (1.58) s’appliquent (sous re´serve de remplacer la puissance du taux de
de´formation (resp. des contraintes) par (1.98) (resp. (1.99)) en cas de glissement aux parois).
Le choix de conditions aux limites uniformes en vitesse ou mixtes va conduire a` deux es-
timations diffe´rentes de la perme´abilite´ de la cellule e´quivalente : Kv et Km respectivement.
Remarquons que le champ de vitesse vv solution du proble`me auxiliaire avec conditions aux
limites uniformes en vitesse est cine´matiquement admissible pour le proble`me avec conditions
aux limites mixtes. D’apre`s le the´ore`me du minimum de l’e´nergie potentielle, la puissance vis-
queuse dissipe´e par vv est donc supe´rieure a` celle dissipe´e par la solution du proble`me auxiliaire
avec conditions aux limites mixtes. Par conse´quent, on peut affirmer que la perme´abilite´ Kv est
syste´matiquement infe´rieure a` Km au sens des formes quadratiques.
3.2.2 Perme´abilite´ e´quivalente du motif morphologique sphe´rique
Dans la suite de cette section, le domaine Ω est une sphe`re de rayon Rext. La particule solide
est une sphe`re de rayon R = XRext concentrique avec Ω, ou` X varie entre 0 et 1. La fraction
volumique de solide de la cellule est ρ = X3. Ce mode`le morphologique de base cherche a` rendre
compte localement, a` l’e´chelle d’un grain, de l’e´coulement dans un mate´riau constitue´ de grains
sans orientation pre´fe´rentielle. Cependant, la ge´ome´trie propose´e est critiquable car elle passe a`
coˆte´ du caracte`re connexe de la phase solide.
Sans glissement aux parois
Lorsque le fluide suit la condition d’adhe´rence a` l’interface solide-fluide, la perme´abilite´ de
la cellule e´quivalente sphe´rique a de´ja` e´te´ e´tablie dans Boutin [18] :
µ
R2
Kv =
(1−X)3(4 + 7X + 4X2)
18X3(1 +X +X2 +X3 +X4)
,
µ
R2
Km =
(1−X)3(1 +X)(2 +X + 2X2)
3X3(3 + 2X5)
,
(3.28)
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ou` R = XRext est le rayon de la particule solide. Dans la limite ou` X tend vers 1, l’e´paisseur
h de la couronne de fluide tend vers 0 en (1−X)R. Un de´veloppement limite´ au premier ordre
des perme´abilite´s e´quivalentes (3.28) en h = 0 montre que :
µ
h2
Kv =
2
3
h
R
+ o
(
h
R
)
;
µ
h2
Km =
1
6
h
R
+ o
(
h
R
)
. (3.29)
Le de´veloppement limite´ deKm co¨ıncide avec la perme´abilite´ e´quivalente d’une sphe`re perme´able
composite plonge´e dans un milieu perme´able infini propose´e dans [33]. La sphe`re perme´able
composite est constitue´e d’un noyau imperme´able entoure´ d’une interface perme´able, dont la
perme´abilite´ est ajuste´e sur l’e´coulement de Poiseuille entre deux plans. Le de´veloppement limite´
de Km correspond au cas ou` h est la moitie´ de la distance entre les deux plans, tandis que celui
de Kv correspond a` h e´gal a` la distance entre les deux plans. Cette dernie`re remarque le`ve
un doute sur la pertinence des conditions aux limites uniformes en vitesse lorsque la fraction
volumique de solide de la cellule e´quivalente est e´leve´e 1.
Pour comparer ces perme´abilite´s e´quivalentes avec les estimations de la section 3.1.2, les
calculs nume´riques du chapitre 2 et les bornes du chapitre 1, il est inte´ressant d’ajuster la taille
de la sphe`re exte´rieure sur la porosite´ en posant ρ = X3 = 1 − φ. Dans la limite des fortes
porosite´s (X ou ρ → 0), les deux perme´abilite´s e´quivalentes (3.28) co¨ıncident avec la limite
dilue´e (3.21) de la section 3.1.2 : l’effet des conditions aux limites, repousse´es a` l’infini, ne se fait
plus sentir. Par contre, plus la porosite´ diminue, plus les approches divergent. Dans la limite des
tre`s faibles porosite´s (ρ→ 1), les conditions aux limites mixtes conduisent a` une perme´abilite´ 4
fois plus e´leve´e que celles uniformes en vitesse.
Une comparaison des perme´abilite´s e´quivalentes (3.28) avec la perme´abilite´ d’un assem-
blage de grains sphe´riques de rayon R qui peuvent s’inter-pe´ne´trer est pre´sente´e Fig. 3.1. Deux
se´ries de simulations sont utilise´es pour le comparatif. La premie`re se´rie de simulations corres-
pond aux re´sultats expose´s Fig. 2.10, ou` les positions des grains sphe´riques sont comple`tement
inde´pendantes et les sphe`res peuvent se recouvrir sans restriction. Dans la deuxie`me se´rie de
simulations, une distance minimale de 85% du diame`tre est requise entre deux centres de
sphe`res. Pour les deux se´ries, les phases solide et fluide de chaque re´alisation sont connexes.
Les perme´abilite´s e´quivalentes (3.28) sous-estiment la perme´abilite´ de l’assemblage de sphe`res
comple`tement inter-pe´ne´trables. Le meilleur accord est obtenu pour les conditions aux limites
mixtes, bien que Km sous-estime d’un facteur 2 a` 3 la perme´abilite´ de l’assemblage de sphe`res
comple`tement inter-pe´ne´trables. En revanche, Km constitue une approximation raisonnable de
la perme´abilite´ de l’assemblage de sphe`res partiellement inter-pe´ne´trables : l’e´cart relatif est
infe´rieur a` 25%.
Ce constat mitige´ n’est pas surprenant, car le choix unique ρ = X3 = 1− φ suppose que la
porosite´ est uniforme´ment re´partie autour des grains. Or, dans une dispersion ale´atoire de grains
comple`tement inter-pe´ne´trables, les pores ne sont pas tous de meˆme taille. Sur la re´alisation
nume´rique pre´sente´e Fig. 2.9, il apparaˆıt ainsi clairement que les plus gros pores peuvent former
des passages pre´fe´rentiels pour l’e´coulement. La taille caracte´ristique des pores qui assurent le
transport n’est donc pas trivialement donne´e a` partir de la taille de grains et le choix X3 = 1−φ.
Malgre´ tout, ce choix simplifie´ permet de´ja` de produire des estimations de bien meilleure qualite´
que les bornes pre´sente´es au chapitre 1 qui s’appuient pourtant sur une description statistique
bien plus complexe de la ge´ome´trie.
Avec glissement aux parois
Inte´ressons nous maintenant a` l’effet d’un glissement aux parois a` l’interface solide-fluide sur
la perme´abilite´ de la cellule e´quivalente sphe´rique.
1se reporter aussi a` la discussion autour des Fig. 3.7 et Fig. 3.8.
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Fig. 3.1: Ronds pleins : sphe`res totalement interpe´ne´trables, ronds vides : sphe`re interpe´ne´trables
sur 15% du rayon maximum.
Le repe`re carte´sien orthonorme´ est choisi de sorte que la vitesse V soit coline´aire a` ez.
Les champs de vitesse et pression solutions du proble`me auxiliaire (3.25) sont recherche´s de la
forme v = f(r) cos(θ)er+ g(r) sin(θ)eθ et p = µh(r) cos(θ) dans la base sphe´rique (er,eθ,eφ). Le
comportement newtonien incompressible et l’e´quation d’e´quilibre imposent :
g(r) = C1 + C2r
2 +
C3
r3
+
C4
r
; f(r) = −C2r
2
2
− 2C4
r
+
2C3
r3
− C1 ; h(r) = −5C2r − 2C4
r2
(3.30)
Ensuite, les conditions aux limites en r = R et Rext permettent d’expliciter les coefficients Ci en
fonction de X,R,V ,µ et ζ. Enfin, le calcul de la force de traine´e exerce´e par le fluide sur le solide
permet de remonter a` la perme´abilite´ de la cellule e´quivalente par l’interme´diaire de (3.26). Pour
les conditions aux limites uniformes en vitesse ou mixtes, les perme´abilite´s e´quivalentes sont :
Kv(κ) = Kv(0)
(
1 +
bvκ
1 + avκ
)
; Km(κ) = Km(0)
(
1 +
bmκ
1 + amκ
)
(3.31)
avec Kv(0) etKm(0) les perme´abilite´s e´quivalentes en l’absence de glissement donne´es par (3.28),
bv =
(2 + 4X + 6X2 + 3X3)2
X(X4 +X2 +X +X3 + 1)(4X2 + 7X + 4)
; av =
2 + 3X5
X(X4 +X2 +X +X3 + 1)
bm =
6(X4 +X2 +X +X3 + 1)2
X(3 + 2X5)(1 +X)(2X2 +X + 2)
; am =
6(1−X)2(X4 +X2 +X +X3 + 1)
(3 + 2X5)X
(3.32)
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et ou` κ = ζ/Rpore repre´sente l’ordre de grandeur du nombre de Knudsen pour la cellule
e´quivalente avec Rpore = R(1 − X)/X le “rayon” d’un pore et ζ le coefficient de glissement
donne´ par (1.93) pour un gaz parfait. Lorsque le coefficient de glissement est nul, la condition
d’adhe´rence est retrouve´e et (3.31) se re´duit bien a` (3.28).
Lorsque la taille des pores Rpore est grande devant le libre parcours moyen d’une mole´cule
de gaz 2, le nombre de Knudsen κ≪ 1. Le de´veloppement limite´ en κ = 0 au premier ordre de
(3.31) donne :
Kv(κ)
Kv(0)
= 1 + bv κ+ o(κ) ;
Km(κ)
Km(0)
= 1 + bm κ+ o(κ) (3.33)
Enfin, lorsque l’e´paisseur de la couronne de fluide h tend vers 0, un de´veloppement limite´ au
premier ordre de Km(κ) dans (3.31) en h = 0 montre que :
Km(κ)
Km(0)
= 1 + 3κ+O
(
h
R
)
(3.34)
On verra que la comparaison de (3.34) avec (3.63) conforte le fait que dans le cas ou` l’e´paisseur
h de la couronne de fluide tend vers 0, l’e´coulement dans la couronne de fluide est tre`s proche
d’une moitie´ de l’e´coulement de Poiseuille entre deux plans distants de 2h.
Dans cette section, les de´finitions d’un proble`me auxiliaire sur un domaine borne´ et d’une
cellule perme´able e´quivalente pre´sente´es a` la section 3.2.1 ont e´te´ applique´es sur un mode`le
morphologique sphe´rique. La cellule perme´able e´quivalente ainsi de´finie apparaˆıt eˆtre un candidat
bien plus adapte´ a` l’e´tude de la perme´abilite´ d’un milieu constitue´ de grains sans orientation
pre´fe´rentielle que les estimations base´es sur un e´coulement dans un milieu infini propose´es a` la
section 3.1.2. L’effet des conditions aux limites applique´es sur la frontie`re exte´rieure de la cellule
a pu commencer a` eˆtre investigue´. Une question encore ouverte est le choix de l’e´paisseur de la
couche de fluide autour du grain solide. Enfin, cette me´thode ouvre la porte a` l’e´tude de l’impact
du glissement aux parois sur la perme´abilite´.
Cependant, les ge´omate´riaux pre´sentent de nombreux exemples de milieux granulaires dont
les grains ont une orientation pre´fe´rentielle : par exemple, les paquets de feuillets d’argiles sont
aplatis [22] et les cristaux de gypse dans le plaˆtre sont allonge´s [85]. Pour constituer une bi-
bliothe`que de cellules perme´ables e´quivalentes apte a` de´crire ces mate´riaux, la me´thodologie
pre´sente´e section 3.2.1 doit donc maintenant eˆtre applique´e a` des motifs morphologiques qui
pre´sentent une orientation pre´fe´rentielle. Ce faisant, les solutions des proble`mes auxiliaires de-
viennent sensiblement plus difficiles a` e´tablir. Pour appre´hender progressivement cette difficulte´,
la section 3.3 est consacre´e a` l’e´tude d’e´coulements plans. L’e´tude des proble`mes plans be´ne´ficie
en effet de la possibilite´ d’utiliser une repre´sentation des champs de vitesse et de contrainte
base´e sur des potentiels complexes, qui peut eˆtre couple´e a` des transformations conformes du
plan complexe pour aborder une grande varie´te´ de ge´ome´tries.
3.3 Cellules e´quivalentes cylindriques de section elliptique
Notations : ı est le nombre complexe tel que ı2 = −1 et, dans cette section uniquement, a de´signe
le complexe conjugue´ de a au lieu de la moyenne volumique.
3.3.1 Description ge´ome´trique de la cellule e´quivalente
Dans cette section, les e´coulements conside´re´s sont dans le plan repe´re´ par la base
carthe´sienne orthonorme´e (ex,ey). Le formalisme propose´ a` la section 3.3 est de´veloppe´ dans le
2se rapporter a` la section 1.5 pour quelques ordres de grandeurs.
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cas d’une ge´ome´trie elliptique du domaine Ω et de la particule P. Les frontie`res ∂Ω et ∂P sont
deux ellipses confocales, c’est a` dire qu’elles partagent les meˆmes foyers. Les foyers sont situe´s
en (x = ±c, y = 0) ou` le re´el positif c est la demi distance focale des ellipses ∂Ω et ∂P. L’ellipse
∂Ω (resp. ∂P) est alors de´termine´e de manie`re unique par la donne´e de son rapport d’aspect
ω2 ∈ [0; 1] (resp. ω1 ∈ [0;ω2]) entre le demi petit axe oriente´ suivant ey et le demi grand axe
oriente´ suivant ex. Pour chaque ellipse, les demi grand axes Ai et demi petits axes Bi sont relie´s
a` la demi distance focale c et au rapport d’aspect ωi par :
Ai =
c√
1− ω2i
; Bi =
c ωi√
1− ω2i
(i = 1 ou 2) (3.35)
La fraction volumique de solide de la cellule est ω1/ω2×(1−ω22)/(1−ω21). Ainsi, si les parame`tres
c et ω1 de l’ellipse frontie`re de la particule solide sont fixe´s, ajuster la fraction volumique de
solide de la cellule revient a` modifier le rapport d’aspect ω2 de l’ellipse ∂Ω. Pour les fortes
fractions volumiques de solide, les deux ellipses ont des rapports d’aspect similaires, tandis que
dans la limite dilue´e ∂Ω tend vers un cercle.
Un autre choix de liaison entre les ellipses inte´rieure et exte´rieure aurait pu eˆtre qu’elles aient
le meˆme rapport d’aspect au lieu d’eˆtre confocales. Dans ce cas, la perme´abilite´ de la cellule
e´quivalente serait bien entendu diffe´rente. Ce deuxie`me choix n’a pas e´te´ teste´ dans ce travail.
Par ailleurs, dans la limite ou` c tend vers 0 et ωi tend vers 1 par la liaison c = Ri
√
1− ω2i ,
l’ellipse correspondante tend vers un cercle de rayon Ri.
Lorsque les deux ellipses de´ge´ne`rent en cercles concentriques de rayon R1 et R2, la
perme´abilite´ dans le plan est donne´e en l’absence de glissement aux parois dans [18] pour les
conditions aux limites uniformes en vitesse ou mixtes :
µ
R21
Kv = − 1
4X2
(
ln(X) +
1−X2
1 +X2
)
µ
R21
Km = − 1
4X2
(
ln(X) +
1−X4
2(1 +X4)
)
,
(3.36)
avec X = R1/R2.
Dans la suite, on cherche a` e´tablir les composantes de la perme´abilite´ dans le plan lorsque ∂P
et ∂Ω sont des ellipses confocales. A` cet effet, l’analogie entre un fluide de Stokes et un mate´riau
e´lastique incompressible (ν = 1/2, µ) est mise a` profit pour utiliser les potentiels complexes et
les transformations conformes afin de traiter le proble`me d’e´coulement plan.
3.3.2 Repre´sentation par les potentiels complexes
Pour un proble`me plan, on montre que les champs de contraintes et de vitesse peuvent
de´river de deux potentiels complexes φ(z) et ψ(z) ou` z = x + ıy de´crit le plan complexe. Les
composantes des champs de vitesse de contraintes sont donne´es par [73, 97] :
2µ(vx + ıvy) = κφ(z) − ψ(z)− zφ′(z)
σxx + σyy = 2
(
φ′(z) + φ′(z)
)
σyy − σxx + 2ıσxy = 2
(
ψ′(z) + zφ′′(z)
) (3.37)
ou` κ = 3− 4ν en de´formations planes. Par ailleurs, la re´sultante des actions de contact exerce´es
sur un arc oriente´ AB ve´rifie
F = Fx + ıFy = −ı
[
φ(z) + ψ(z) + zφ′(z)
]sB
sA
(3.38)
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ou` s est l’abscisse curviligne le long de l’arc et l’orientation de la normale exte´rieure a` l’arc est
n = t ∧ ez avec t le vecteur unitaire tangent a` l’arc dans le sens de parcours de A vers B.
Dans la suite, cette expression sera utilise´e pour caracte´riser la force de traine´e exerce´e par le
fluide sur la particule solide. Comme le domaine de l’e´coulement Ω\P est borne´ et ne contient
pas l’origine, Muskhelishvili [73] a montre´ que les potentiels peuvent eˆtre recherche´s de la forme
d’un potentiel en log(z) pour la force de traine´e et d’un potentiel holomorphe qui admet un
de´veloppement en se´rie de Laurent :
φ(z) = − F
2π(1 + κ)
log(z) +
+∞∑
k=−∞
akz
k ; ψ(z) =
κF
2π(1 + κ)
log(z) +
+∞∑
k=−∞
bkz
k (3.39)
ou` les ak et bk sont des constantes complexes.
Pour simplifier l’e´tude, on ne conside`re dans la suite que les conditions aux limites uniformes
en vitesse. De plus, le fluide est suppose´ suivre la condition d’adhe´rence a` l’interface solide-fluide
(pas de glissement aux parois).
3.3.3 Exemple : e´coulement entre deux cercles concentriques
Pour se familiariser avec la repre´sentation par les potentiels complexes, on revisite dans un
premier temps le cas de l’e´coulement entre deux cercles concentriques.
Les conditions aux limites sont toutes de la forme vitesse impose´e. La vitesse complexe
V = Vx + ıVy est impose´e sur le cercle exte´rieur de rayon R2, et une vitesse nulle sur le cercle
inte´rieur de rayon R1. Sur un cercle de rayon R centre´ a` l’origine, on pose z = Re
iθ et on
remarque z = R2/z. Pour expliciter les conditions aux limites en R = R1 et R2, les potentiels
complexes (3.39) sont injecte´s dans l’expression (3.37) de la vitesse. En re´organisant les termes,
les coefficients complexes ak, bk et F des potentiels complexes (3.39) sont soumis a` des conditions
du type :
2µ(vx + ıvy) = −κF ln(R)
π(1 + κ)
+
F
2π(1 + κ)
z2
R2
+
k=+∞∑
k=−∞
κakz
k − bkR2kz−k − kakR2(k−1)z2−k (3.40)
Le membre de gauche vaut 0 en R = R1 et 2µ(Vx + ıVy) = 2µV en R = R2, de sorte que les
coefficients recherche´s suivent le syste`me d’e´quation :
0 = −κF ln(R1)
π(1 + κ)
+ κa0 − b0 − 2a2R21
2µV = −κF ln(R2)
π(1 + κ)
+ κa0 − b0 − 2a2R22
0 =
F
2π(1 + κ)
R−2 + κa2 − b−2R−4 (R = R1 ou R2)
0 = κak − b−kR−2k + (k − 2)a2−kR2(1−k) (k 6= 0 ou 2 , R = R1 ou R2)
(3.41)
Les constantes a0 et b0 ne peuvent eˆtre fixe´es inde´pendament, on choisit b0 = 0. En de´composant
en parties re´elles et imaginaires, la re´solution du syste`me donne 4 coefficients non nuls
F = 2πκµV (1 + κ)(X2 + 1)∆−1
a0 = 2µV (κ
2 ln(R1)(X
2 + 1)−X2)κ−1∆−1
a2 = −µV X2R−21 ∆−1
b−2 = κµV R
2
1∆
−1
avec ∆ = κ2 ln(X)(X2 + 1) + 1−X2
(3.42)
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ou` l’on a pose´ X = R1/R2. L’e´coulement est incompressible donc κ = 1. Le gradient de pression
est calcule´ comme l’oppose´ de la force F divise´e par l’aire de Ω, qui vaut ici πR22. A` l’aide de
la de´finition directe (3.26) de la perme´abilite´ e´quivalente, la perme´abilite´ de l’assemblage de
cylindres a` section circulaire (3.36) est bien retrouve´e.
3.3.4 Transformation conforme de Joukowski
Afin de traiter l’e´coulement entre deux ellipses confocales, on propose d’utiliser les transfor-
mations conformes du plan complexe. Une transformation conforme est une application ω qui
permet de passer d’un plan ante´ce´dant, de´crit par l’abscisse complexe ζ, a` un plan image, de´crit
par l’abscisse complexe z = ω(ζ). L’adjectif conforme se re´fe`re a` la proprie´te´ de conservation
des angles au cours de la transformation. Mathe´matiquement, on montre qu’une transformation
est conforme si elle est holomorphe et si sa de´rive´e ne s’annule pas dans le domaine d’e´tude.
L’utilite´ des transformations conformes est de transfe´rer le proble`me d’inte´reˆt, pose´ dans le
plan image z sur une configuration ge´ome´trique complique´e, en un proble`me fictif pose´ dans le
plan ante´ce´dant ζ sur une configuration ge´ome´trique simple.
Par exemple, dans le proble`me qui nous inte´resse, la transformation conforme de Joukowski
centre´e a` l’origine de´finie par
z = ω(ζ) = ζ +
C2
ζ
(3.43)
permet de transformer deux cercles du plan ante´ce´dant (centre´s a` l’origine et de rayons R1 et
R2 supe´rieurs au re´el positif C) en deux ellipses confocales dans le plan image. Avec la notation
0 < ρi = C/Ri < 1, le demi grand axe des ellipses est C(1 + ρ
2
i )/ρi suivant ex et demi le petit
axe C(1 − ρ2i )/ρi suivant ey. La distance entre l’origine et un foyer est la demi distance focale
c = 2C et le rapport d’aspect de l’ellipse est ωi = (1− ρ2i )/(1 + ρ2i ).
Le proble`me dans le plan ante´ce´dant est repre´sente´ par les potentiels complexes φ(ζ) et ψ(ζ).
Ces potentiels sont relie´s aux potentiels complexes Φ(z) et Ψ(z) du proble`me dans le plan image
par le changement de variable z = ω(ζ) :
φ(ζ) = Φ(ω(ζ)) ; ψ(ζ) = Ψ(ω(ζ)). (3.44)
La de´rivation de la de´finition de φ(ζ) conduit a` l’identite´ Φ′(z) = φ′(ζ)/ω′(ζ). La vitesse dans le
plan image s’exprime alors en fonction des potentiels complexes du plan ante´ce´dant en injectant
ces relations entre potentiels dans (3.37) de sorte que
2µ(vx + ıvy)ω′(ζ) =
(
κφ(ζ)− ψ(ζ)
)
ω′(ζ)− zφ′(ζ). (3.45)
Ainsi, lorsque ζ varie sur un cercle centre´ a` l’origine du plan ante´ce´dant, (3.45) permet de
de´crire la vitesse du point image z = ω(ζ) qui se trouve sur une ellipse par la transformation
conforme de Joukowski (3.43). D’un point de vue pratique, la relation (3.45) permet d’appliquer
des conditions aux limites en vitesse sur les potentiels complexes du plan ante´ce´dant.
A´ partir de la forme des potentiels complexes (3.39) de l’e´coulement dans le plan image, les
potentiels dans le plan ante´ce´dant peuvent eˆtre recherche´s de la forme :
φ(ζ) =
−F
2π(1 + κ)
log(ζ) + a0 +
+∞∑
k=1
ak
(
ρ1
ζ
C
)k
+ a−k
(
ρ2
ζ
C
)−k
ψ(ζ) =
κF
2π(1 + κ)
log(ζ) +
+∞∑
k=1
bk
(
ρ1ζ
ρ2C
)k
+ b−k
(
ρ1ρ2
ζ
C
)−k (3.46)
On peut montrer que F = Fx+ ıFy correspond a` la force de traˆıne´e applique´e par le fluide sur la
particule solide dans le proble`me de´fini sur le plan image. En revanche, les coefficients ak et bk ne
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correspondent pas a` leurs homologues dans (3.39). Les pre´facteurs en ρi = C/Ri ont e´te´ ajoute´s
afin d’assurer un bon comportement asymptotique des coefficients ak et bk lorsque k tend vers
±∞. Enfin, pour de´terminer la perme´abilite´ de la cellule e´quivalente, il suffit connaˆıtre F .
3.3.5 Perme´abilite´ de la cellule e´quivalente elliptique
La valeur de la force de traine´e F et des autres coefficients du de´veloppement (3.46) des
potentiels complexes du plan ante´ce´dant sont de´termine´es a` l’aide des conditions aux limites.
Les conditions aux limites, qui sont ici toutes en vitesse, sont applique´es en injectant les potentiels
(3.46) dans (3.45) pour ρ = ρ1 et ρ2. Par identification des coefficients en facteurs de ζ
k pour
chaque k, les coefficients des de´veloppements en se´rie de Laurent des potentiels (3.46) ve´rifient
le syste`me d’e´quations suivant pour ρ = ρ1 et ρ2
0 =
−ρ2kεb−k
(ρ1ρ2)k
+
ρ2kεb2−k
(ρ1ρ2)k−2
+
kρ2k+2εa−k
ρk2
+
(k − 2)ρ2k−2εa2−k
ρk−22
+ κρk1ak − κρ4ρk−21 ak−2 (k = 1, 3, 4, 5...)
0 =−
(
ρ1
ρ2ρ2
)k−2
εbk−2 + ρ
4
(
ρ1
ρ2ρ2
)k
εbk − kρ
k
1
ρ2k−2
εak
− (k − 2)ρ6−2kρk−21 εak−2 − κρ4ρ−k2 a−k + κρ2−k2 a2−k (k ≥ 1)
−2ρ4µV δ =2κ ln(C/ρ)ρ
4 + ερ2
2π(1 + κ)
F − ρ4(ρ1ρ2)−2εb−2 − κρ4a0 + κρ21a2 + 2ρ6ρ−22 εa−2 (k = 2)
2µV δ =
ερ2 − 2κ ln(C/ρ)
2π(1 + κ)
F +
(
ρ1
ρ2
)2
εb2 + κa0 − 2ρ−2ρ21εa2 − κρ−22 ρ4a−2 (k = 0)
(3.47)
avec ε = 1 si V est selon ex ou ε = −1 si V est selon ey et δ = 0 si ρ = ρ1 ou δ = 1 si ρ = ρ2.
Les coefficients ak et bk avec k impair sont tous nuls. La combinaison des 4 e´quations cor-
respondantes aux coefficients de ζ0 et ζ2 permet d’exprimer a2, a−2, b2 et b−2 line´airement en
fonction de a0 et F , inconnus et V , le chargement. Ensuite une relation de re´currence peut eˆtre
e´tablie pour k ≥ 2 pair, permettant de relier line´airement ak+2, a−k−2, bk+2 et b−k−2 en fonction
de ak, a−k, bk et b−k en combinant les e´quations correspondantes aux coefficients de ζ
k+2 et ζ−k
dans (3.45) : 

ak+2
a−k−2
bk+2
a−k−2

 =


M11(k) M12(k) 0 0
M21(k) M22(k) 0 0
M31(k) M32(k) (ρ2/ρ1)
2 0
M41(k) M42(k) 0 (ρ1ρ2)
2




ak
a−k
bk
a−k

 (3.48)
ou` les Mij sont explicites et se comportent asymptotiquement suivant :
lim
k→∞
M11(k) = ρ
4
2/ρ
2
1 ; lim
k→∞
M22(k) = ρ
2
2/ρ
4
1 ; lim
k→∞
Mij(k) = 0 (i 6= j). (3.49)
Nous n’avons pas pu trouver la solution exacte du syste`me ainsi de´fini. En l’absence de meilleure
ide´e, la re´solution du syste`me se fait par troncature des coefficients a` un ordre n (ak = a−k =
bk = b−k = 0 pour k > n), et exploitation des deux e´quations correspondantes aux coefficients
de ζ−n dans (3.45) pour de´terminer F et a0. Nume´riquement, cette proce´dure est extreˆmement
efficace du fait des relations de re´currence explicites. Une convergence tre`s rapide avec n de la
force F est observe´e pour toutes valeurs teste´es de ρ1 et ρ2 : une troncation a` l’ordre n = 100
est suffisante pour une pre´cision a` la dixie`me de´cimale.
Les composantes non nulles du tenseur de perme´abilite´ e´quivalent dans le plan (K(ω1)v,xx et
K(ω1)v,yy) sont compare´es Fig. 3.2 a` la perme´abilite´ e´quivalente Kv de la cellule sphe´rique (3.36),
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pour les rapports d’aspect ω1 = 1/2, 1/5 et 1/20 de la particule solide. Pour cette comparaison,
la taille caracte´ristique de normalisation de la perme´abilite´ effective est choisie comme
√
A1B1,
c’est a` dire qu’une particule solide elliptique est compare´e a` une particule solide sphe´rique de
meˆme aire. Avec cette normalisation, dans la limite d’une fraction volumique de solide nulle,
les deux composantes du tenseur de perme´abilite´ tendent vers la perme´abilite´ Kv (3.36) de la
cellule perme´able e´quivalente sphe´rique. La perme´abilite´ K(ω1)v,xx dans la direction coline´aire
au grand axe de l’ellipse est toujours supe´rieure a` K(ω1)v,yy. L’e´cart entre ces deux composantes
augmente avec la fraction volumique de solide ainsi qu’avec l’anisotropie de la particule solide.
La validite´ des re´sultats pre´sente´s Fig. 3.2 a e´te´ confirme´e en plusieurs points par compa-
raison avec des calculs par e´le´ments finis, beaucoup plus lourds nume´riquement. Ces calculs de
validation par e´le´ments finis ont e´te´ re´alise´s avec le code Cast3m 3. Un soin particulier a e´te´ porte´
au traitement de la liaison d’incompressibilite´ par l’utilisation d’un lagrangien et d’e´le´ments tri-
angulaires QUAF/CENTREP1 qui sont stables et dont la pre´cision spatiale est d’ordre 3 en
vitesse et 2 en pression [44].
Cette section, restreinte a` l’e´tude d’e´coulements plans, illustre la difficulte´ de calculer expli-
citement les solutions des proble`mes auxiliaires dont la ge´ome´trie n’est pas triviale. Revenons
maintenant a` des e´coulements tridimensionnels.
3.4 Cellules e´quivalentes sphe´ro¨ıdales
Afin de capturer une orientation pre´fe´rentielle des particules qui constituent la phase solide,
le formalisme propose´ a` la section 3.3 est de´veloppe´ dans le cas d’une ge´ome´trie sphe´ro¨ıdale du
domaine Ω et de la particule P.
Ces proble`mes auxiliaires d’e´coulement entre deux sphe´ro¨ıdes confocaux ou plus
ge´ne´ralement entre deux ellipso¨ıdes ont e´te´ e´tudie´s par Dassios et al. [26], Vafeas et Dassios
[102]. La solution exacte de ces proble`mes n’est pas connue, mais ces auteurs proposent une ap-
proximation dont le domaine de validite´ annonce´ est restreint aux porosite´s supe´rieures a` 70%
et aux rapports d’aspect compris entre 1/5 et 5. Au vu de la forte restriction de ces estimations
sur la porosite´, nous proposons d’enrichir les estimations sur la base des fonctions propose´es
dans [26, 56, 102] en allant a` des ordres supe´rieurs.
En outre, une attention particulie`re est porte´e au statut de bornes des approximations de la
perme´abilite´ e´quivalente propose´es dans cette section. A` l’aide des the´ore`mes du minimum de
l’e´nergie potentielle et comple´mentaire, un encadrement rigoureux de la perme´abilite´ e´quivalente
est syste´matiquement mis en place pour ve´rifier la qualite´ des approximations propose´es.
3.4.1 Description ge´ome´trique de la cellule e´quivalente
Pour de´crire la ge´ome´trie de la cellule e´quivalente et appliquer efficacement les conditions
aux limites, le syste`me de coordonne´es sphe´ro¨ıdales est adopte´ par la suite.
Syste`me de coordonne´es sphe´ro¨ıdales
Un sphe´ro¨ıde est obtenu par rotation d’une ellipse par rapport a` son grand axe (sphe´ro¨ıde pro-
late, allonge´) ou son petit axe (sphe´ro¨ıde oblate, aplati). Le syste`me de coordonne´es sphe´ro¨ıdales
est un syste`me orthonorme´ adapte´ a` la description des sphe´ro¨ıdes. L’expression du syste`me de
coordonne´es est diffe´rente pour les prolates et les oblates. Une demi distance focale c > 0
est introduite. Le syste`me de coordonne´es est repe´re´ par les variables d’espaces (η, θ, φ) ou`
θ ∈ [0, π], φ ∈ [−π, π] sont les angles d’Euler des coordonne´es sphe´riques. La variable adimen-
sionnelle η ∈ [0,+∞] est substitue´e au rayon, de sorte que les surfaces iso-η sont des sphe´ro¨ıdes
3http ://www-cast3m.cea.fr/
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Fig. 3.2: Perme´abilite´ de la cellule e´quivalente elliptique normalise´e par (3.36) avec la taille
de la particule solide elliptique telle que son aire soit e´gale a` l’aire de la particule sphe´rique
correspondante dans (3.36). Bleu : Kxx, rouge : Kyy et ligne pleine ω1 = 1/2, ligne en tirets
ω1 = 1/5, ligne pointille´e ω1 = 1/20.
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construits par rotation d’ellipses confocales (cf. Fig. 3.3). Le rapport d’aspect ω se de´finit comme
le quotient grand axe sur petit axe pour un prolate (ω ≥ 1) ou petit axe sur grand axe pour un
oblate (ω ≤ 1).
(a) prolate (b) oblate
Fig. 3.3: Sphe´ro¨ıdes confocaux prolates et oblates, obtenus comme surfaces d’iso-valeurs η1 = 0.1
(noir) et η2 = 1 (gris).
Pour un sphe´ro¨ıde prolate, le changement de variable τ = cosh(η), ζ = cos(θ) est classique-
ment introduit. Le rapport d’aspect des sphe´ro¨ıdes prolates iso-η ou iso-τ est :
ω =
cosh(η)
sinh(η)
=
τ√
τ2 − 1 . (3.50)
Le syste`me de coordonne´es sphe´riques se retrouve dans le passage a` la limite r = cτ lorsque c
tend vers 0. Les vecteurs de la base sphe´ro¨ıdale prolate orthonorme´e sont
eη =
cosh(η) sin(θ)eR + sinh(η) cos(θ)e3√
cosh(η)2 − cos(θ)2 = +eτ =
τ
√
1− ζ2eR +
√
τ2 − 1ζe3√
τ2 − ζ2
eθ =
sinh(η) cos(θ)eR − cosh(η) sin(θ)e3√
cosh(η)2 − cos(θ)2 = −eζ =
√
τ2 − 1ζeR − τ
√
1− ζ2e3√
τ2 − ζ2
eφ = − sin(φ)e1 + cos(φ)e2 = +eφ
ou` eR = cos(φ)e1 + sin(φ)e2 de´signe le vecteur unitaire radial en coordonne´es cylindriques. La
base orthonorme´e (eη,eθ,eφ) forme un trie`dre direct. Cependant, lors du changement de variable
la convention est de choisir eζ = −eθ pour exprimer les ope´rateurs diffe´rentiels sans proble`me
de signe en fonction des coefficients me´triques.
Le passage du syste`me de coordonne´es carte´sien orthonorme´ (x1, x2, x3) au sphe´ro¨ıdal prolate
d’axe de re´volution suivant e3 se fait par
x1 = c
√
τ2 − 1
√
1− ζ2 cos(φ)=c sinh(η) sin(θ) cos(φ)
x2 = c
√
τ2 − 1
√
1− ζ2 sin(φ)=c sinh(η) sin(θ) sin(φ)
x3 = cτζ =c cosh(η) cos(θ)
Les coefficients me´triques du syste`me (η, θ, φ) sont
hη = hθ = c
√
cosh(η)2 − cos(θ)2 ; hφ = c sinh(η) sin(θ)
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Alternativement, les coefficients me´triques du syste`me (τ, ζ, φ) sont
hτ = c
√
τ2 − ζ2
τ2 − 1 ; hζ = c
√
τ2 − ζ2
1− ζ2 ; hφ = c
√
τ2 − 1
√
1− ζ2
L’e´le´ment de volume infinite´simal est donne´ par
dV = hτhζhφdτdζdφ = c
3(τ2 − ζ2)dτdζdφ
= hηhθhφdηdθdφ = c
3(cosh(η)2 − cos(θ)2) sinh(η) sin(θ)dηdθdφ
Sur un sphe´ro¨ıde a` η ou τ fixe´, l’e´le´ment de surface est
dS = hζhφdζdφ = c
2
√
τ2 − ζ2
√
τ2 − 1dζdφ
= hθhφdθdφ = c
2
√
cosh(η)2 − cos(θ)2 sinh(η) sin(θ)dθdφ
Les ope´rateurs diffe´rentiels usuels s’expriment en coordonne´es sphe´ro¨ıdales prolates par [56]
gradu =
∂v
∂τ
eτ
hτ
+
∂v
∂ζ
eζ
hζ
+
∂v
∂φ
eφ
hφ
divu =
1
hτhζhφ
[
∂
∂τ
(vτhζhφ) +
∂
∂ζ
(vζhτhφ) +
∂
∂φ
(vφhτhζ)
]
∆u =
1
hτhζhφ
[
∂
∂τ
(
hζhφ
hτ
∂v
∂τ
)
+
∂
∂ζ
(
hτhφ
hζ
∂v
∂ζ
)
+
∂
∂φ
(
hτhζ
hφ
∂v
∂φ
)]
Le syste`me de coordonne´es sphe´ro¨ıdal oblate ainsi que tous les re´sultats peuvent se de´duire
du syste`me prolate par la transformation τ → ıλ et c → −ıc ou` λ = sinh(η) ≥ 0 et c la
nouvelle demi distance focale. Dans la suite, sauf mention explicite, le syste`me de coordonne´es
sphe´ro¨ıdales prolate sera utilise´.
Cellule e´quivalente sphe´ro¨ıdale
La cellule e´quivalente sphe´ro¨ıdale est compose´e d’une particule solide P incluse dans un
domaine Ω borne´ tels que ∂Ω et ∂P sont deux sphe´ro¨ıdes confocaux, caracte´rise´s par η2 > η1
respectivement (alternativement τ2 > τ1 ).
Les proble`mes auxiliaires sont de´finis par (3.25) pour les conditions aux limites uniformes
en vitesse ou mixtes. L’e´tude est restreinte au cas ou` le coefficient de glissement ζ est nul et la
condition d’adhe´rence a` l’interface solide-fluide ve´rifie´e.
Dans la suite, on propose de construire des solutions approche´es des proble`mes auxiliaires
qui de´rivent de fonctions de courant ou de potentiels.
3.4.2 E´coulement axisyme´trique
Pour se familiariser avec la de´marche, seuls les e´coulements axisyme´triques sont traite´s en
premier lieu.
Fonction de courant scalaire
Lorsque l’e´coulement est axisyme´trique suivant e3, l’incompressibilite´ du fluide permet de
rechercher les champs de vitesse sous la forme [27] :
vη = vτ =
1
hφhζ
∂ψ
∂ζ
=
1
c2
√
τ2 − ζ2√τ2 − 1
∂ψ
∂ζ
vθ = −vζ = 1
hφhτ
∂ψ
∂τ
=
1
c2
√
τ2 − ζ2
√
1− ζ2
∂ψ
∂τ
vφ = 0
(3.51)
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ou` la fonction ψ(τ, ζ) est appele´e fonction de courant de l’e´coulement axisyme´trique. Lorsque
l’e´coulement est irrotationel (rot v = 0), la fonction de courant ve´rifie l’e´quation aux de´rive´es
partielles E2 (ψ(τ, ζ)) = 0, ou` l’ope´rateur diffe´rentiel E2 est caracte´rise´ par
E2 =
1
c2(τ2 − ζ2)
(
(τ2 − 1) ∂
2
∂τ2
+ (1− ζ2) ∂
2
∂ζ2
)
Par ailleurs, l’injection de la fonction de courant dans l’e´quation de Navier conduit a`
E4 (ψ(τ, ζ)) = 0 ou` E4 = E2oE2 [25]. Une proprie´te´ remarquable est que pour tout couple ψ1, ψ2
solution de E2ψ = 0, la fonction ψ = ψ1 + r
2ψ2 est solution de E
4ψ = 0. Re´ciproquement, si
ψ est solution de E4ψ = 0, alors elle peut s’e´crire (de manie`re non unique) sous la forme
ψ = ψ1 + r
2ψ2 ou` ψ1, ψ2 sont solutions de E
2ψ = 0 [25] et r est la distance a` l’origine. Or
les solutions de E2ψ = 0 sont connues sous forme se´parables comme produit des fonctions de
Gegenbauer d’ordre n du premier type Gn ou second type Hn (voir Annexe C). Dassios [25] a
introduit une base du noyau de E2 de´finie par les fonctions Θin d’ordre n = 0, 1, 2, ... et de type
i = 1, 2, 3, 4 par
Θ1n(τ, ζ) = Gn(τ)Gn(ζ) ; Θ
2
n(τ, ζ) = Gn(τ)Hn(ζ)
Θ3n(τ, ζ) = Hn(τ)Gn(ζ) ; Θ
4
n(τ, ζ) = Hn(τ)Hn(ζ)
Toute fonction ψ appartenant au noyau de E2 peut se de´composer comme
ψ(τ, ζ) =
∞∑
n=0
4∑
i=1
AinΘ
i
n(τ, ζ)
On rappelle que r2 = c2(τ2 + ζ2 − 1). Les fonctions de base du noyau de E4 additionelles
Πin = (τ
2 + ζ2)Θin sont donc introduites. Elles peuvent s’exprimer par composition de fonctions
de Gegenbauer [25, 27]. Finalement, toute solution de E4ψ = 0 peut se mettre (de manie`re non
unique) sous la forme [27]
ψ(τ, ζ) =
∞∑
n=0
4∑
i=1
AinΘ
i
n(τ, ζ) +B
i
nΠ
i
n(τ, ζ)
Par ailleurs, on montre que la fonction G1(τ)G2(ζ) est une combinaison particulie`re d’un nombre
infini de termes construits sur la base des (Θin,Π
i
n). Ce terme peut donc eˆtre ajoute´ a` la base
si l’on travaille avec un nombre fini de termes de la base. Pour conclure, la base des (Θin,Π
i
n)
permet de construire des champs statiquement ou cine´matiquement admissibles, sous la seule
re´serve de ve´rifier les conditions aux limites en contrainte ou en vitesse. L’originalite´ de ce travail
est d’utiliser cette base pour construire des champs tests en vue de les injecter dans les principes
variationnels pour encadrer rigoureusement la perme´abilite´ e´quivalente de la cellule sphe´ro¨ıdale.
Les auteurs pre´ce´dents ont plutoˆt cherche´ a` produire des estimations, dont le status et la limite
de validite´ ne sont pas pre´cise´s.
Majorant par le minimum de l’e´nergie comple´mentaire
Dans le cas d’un e´coulement axisyme´trique, la base de E4 introduite a` la Sec. 3.4.2 permet
de cre´er des champs de vitesse et contrainte solutions des e´quations de Stokes. Afin de mettre en
oeuvre le minimum de l’e´nergie comple´mentaire (1.58), une solution approche´e est cherche´e en
explorant les termes de bas degre´s de la base de E4. Certains termes sont directement e´limine´s car
ne respectent pas la syme´trie du proble`me (degre´s impairs) ou contiennent des points singuliers
(Hn(ζ)).
3.4. Cellules e´quivalentes sphe´ro¨ıdales 67
On se limite alors aux termes solutions de E4 contenant uniquement G2(ζ) ou G4(ζ). La
solution est recherche´e comme le champ de contraintes associe´ a` la vitesse qui de´rive du potentiel
ψs(τ, ζ) = C0G1(τ)G2(ζ) +
∑
n=2,4,6
∑
i=1,3
AinΘ
i
n(τ, ζ) +B
i
nΠ
i
n(τ, ζ) (3.52)
La partie de´viatorique du champ de contrainte qui de´rive de ψs est 2µ grad
s v(ψs) ou` v(ψs) est
le champ de vitesse, a priori non cine´matiquement admissible, qui de´rive de ψs par (3.51). La
pression peut se calculer par inte´gration de l’e´quation d’e´quilibre µ∆v = grad p, en pre´fe´rant
l’inte´gration par rapport a` ζ plutoˆt que τ .
L’e´nergie comple´mentaire peut alors eˆtre explicite´e en fonction des 13 coefficients C0, A
i
n
et Bin. Le terme en Θ
1
2 correspond a` une vitesse uniforme et ne participe donc pas a` l’e´nergie
comple´mentaire. Il peut eˆtre e´limine´, ce qui laisse 12 inconnues. Notons cependant que l’expres-
sion de l’e´nergie comple´mentaire est extreˆmement lourde.
Dans le cas des conditions aux limites mixtes, la nullite´ des composantes tangentielles du
vecteur contrainte applique´ sur ∂Ω en τ2 conduit a` un syste`me de 5 relations line´aires entre
les coefficients. Dans le cas des conditions aux limites uniformes en vitesse, aucune condition
aux limites en contrainte n’est a` ve´rifier. L’e´nergie comple´mentaire est ensuite optimise´e par
de´rivation par rapport aux coefficients inde´pendants (12 pour les conditions aux limites uni-
formes en vitesse, 7 pour les mixtes), ce qui fournit autant d’e´quations line´aires.
En pratique, la re´solution des syste`mes line´aires ainsi obtenus est re´alise´e nume´riquement
car les termes sont beaucoup trop lourds pour un calcul analytique. Ce proce´de´ permet toutefois
d’obtenir tre`s rapidement (inversion d’un syste`me 12 par 12 ou 5 par 5 puis 7 par 7) les valeurs
optimales des coefficients pour chaque jeux de valeurs du couple (τ1, τ2). Les valeurs optimales
sont ensuite re´injecte´es dans l’expression de l’e´nergie comple´mentaire pour donner une borne
supe´rieure sur la perme´abilite´.
Minorant par le minimum de l’e´nergie potentielle
A` notre connaissance, il n’est pas possible de ve´rifier toutes les conditions aux limites en
vitesse (dans le cas des conditions aux limites uniformes en vitesse) pour un champ de vitesse
qui de´rive d’un potentiel construit avec un nombre fini d’e´le´ments de la base de E4. Dans le cas
contraire, la solution exacte serait obtenue imme´diatement.
Pour utiliser le minimum de l’e´nergie potentielle (1.51) afin de trouver une borne infe´rieure
sur la perme´abilite´, il est donc ne´cessaire d’enrichir l’espace des fonctions test par des fonctions
n’appartenant pas au noyau de E4. La fonction test est recherche´e comme somme des 10 termes :
ψc(τ, ζ) = C0G1(τ)G2(ζ) +
∑
n=2,4
∑
i=1,3
AinΘ
i
n(τ, ζ) +B
i
nΠ
i
n(τ, ζ) + C1G6(τ)G4(ζ)
Le dernier terme, qui n’appartient pas au noyau de E4, est choisi comme e´tant une troncature
de l’expression de Π16 en terme de fonctions de Gegenbauer. Ce choix, arbitraire, permet de
conserver la meˆme richesse des fonctions en ζ, ne´cessaire a` la re´alisation des conditions aux
limites.
L’e´nergie potentielle peut eˆtre calcule´e explicitement en fonction des 10 coefficients intro-
duits. Tout comme pour l’e´nergie comple´mentaire, cette expression est toutefois tre`s lourde.
Dans le cas des conditions aux limites uniformes en vitesse, un syste`me de 10 e´quations line´aires
inde´pendantes est directement obtenu, ce qui fixe les valeurs des coefficients sans optimisation.
Dans le cas des conditions aux limites mixtes, les conditions sur la vitesse re´sultent en un
syste`me de 8 e´quations line´aires inde´pendantes. Le choix des deux parame`tres inde´pendants qui
restent est re´alise´ par optimisation de l’e´nergie potentielle. La re´solution des syste`mes se fait
nume´riquement pour chaque jeu de parame`tres.
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3.4.3 E´coulement tridimensionnel
Les e´coulements axisyme´triques ne permettent que d’obtenir la composante axiale du tenseur
de perme´abilite´ de la cellule e´quivalente. Pour de´passer cette restriction, on se place maintenant
dans un cadre plus ge´ne´ral.
Repre´sentation de Papkovich-Neuber
Les solutions du syste`me d’e´quation de Stokes admettent la repre´sentation de Papkovich-
Neuber (voir par exemple [42]) :
2µv = κψ − x · gradψ − gradχ
p = divψ
(3.53)
ou` ψ est un champ de tenseur d’ordre 1 harmonique (∆ψ = 0), χ un champ scalaire harmo-
nique (i.e. solution de l’e´quation de Laplace ∆χ = 0) et κ = 3 − 4ν = 1. En particulier, les
champs de vitesse et de contrainte ainsi construits sont syste´matiquement a` divergence nulle.
La repre´sentation de Papkovich-Neuber (3.53) comporte des similitudes avec la repre´sentation
des proble`mes plans par les potentiels complexes (3.37).
La solution ge´ne´rale de l’e´quation de Laplace en coordonne´es sphe´ro¨ıdales est donne´e en
termes de fonctions de Legendre associe´es du premier (Pmn ) et du second (Q
m
n ) type d’ordre n
et de rang m dans N [56, 102] (voir Annexe C) :
χ(τ, ζ, φ) =
∞∑
n=0
n∑
m=0
Pmn (ζ)[P
m
n (τ)
(
dmn cos(mφ) + d
′m
n sin(mφ)
)
+Qmn (τ)
(
Dmn cos(mφ) +D
′m
n sin(mφ)
)
],
(3.54)
ou` dmn , d
′m
n , D
m
n et D
′m
n sont des constantes scalaires. Cette de´composition est adopte´e pour le
potentiel scalaire χ. Il faut faire attention aux expressions de Pmn (τ) et P
m
n (ζ) : elles diffe`rent
car se re´fe`rent a` deux intervalles de de´finition distincts. Pour construire des champs de vecteurs
harmoniques, [56] propose de passer par les vecteurs de la base carte´sienne orthonorme´e, puis
d’effectuer le changement de base vers la base sphe´ro¨ıdale pour exprimer les conditions aux
limites. Dans la suite, les composantes du potentiel vecteur ψ sont construites en remplac¸ant
les noms en Dmn , d
m
n ,D
′m
n , d
′m
n des constantes de χ par A
m
n , a
m
n , A
′m
n , a
′m
n pour la direction e1,
Bmn , b
m
n , B
′m
n , b
′m
n pour e2 et C
m
n , c
m
n , C
′m
n , c
′m
n pour e3.
Les termes facteurs de Pmn (τ) sont appele´s harmoniques inte´rieures car ils divergent a` l’infini.
Les termes facteurs de Qmn (τ) sont appele´s harmoniques exte´rieures car ils divergent a` l’origine
(i.e. en τ = 1). Les proble`mes auxiliaires sur la cellule e´quivalente sont borne´s et ne contiennent
pas l’origine, ils requie`rent donc les deux types d’harmoniques. Au contraire, seules les harmo-
niques exte´rieures sont ne´cessaires pour re´soudre le proble`me de la translation d’un sphe´ro¨ıde
dans un fluide Newtonien avec vitesse e´vanescente a` l’infini [56]. La solution est connue expli-
citement et fait intervenir uniquement les termes en A00 et D
1
1 pour un e´coulement transversal
suivant e1 et les termes en C
0
0 et D
0
1 pour un e´coulement axial suivant e3
4.
Malheureusement, rajouter les termes e´quivalents pour les harmoniques inte´rieures ne permet
pas de re´soudre notre proble`me. En effet, les termes en a00 et d
1
1 sont e´gaux et conduisent tous les
deux a` une vitesse uniforme suivant e1 tandis que les termes en c
0
0 et d
0
1 sont e´gaux et conduisent
tous les deux a` une vitesse uniforme suivant e3 : il manque toujours une inconnue par rapport
aux nombres d’e´quations pour ces deux directions de chargement.
La forme ge´ne´rale de la solution propose´e permet toutefois de construire des champs sta-
tiquement ou cine´matiquement admissibles, sous la seule re´serve de ve´rifier les conditions aux
4Cependant, l’expression de la force de traˆıne´e qui en est de´duite dans [56] comporte une erreur de calcul : se
re´fe´rer a` [24] par exemple pour la valeur correcte de la force de traˆıne´e
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limites en contrainte ou en vitesse. Les re´sultats qui suivent sont base´s sur la repre´sentation de
Papkovich-Neuber et l’utilisation de fonctions de forme qui correspondent aux harmoniques
sphe´ro¨ıdales. Le de´veloppement en harmoniques sphe´ro¨ıdales est tronque´ a` un ordre n. Le
proble`me se re´sume a` trouver les valeurs des composantes Amn , a
m
n , ... d
m
n qui permettent de
respecter les conditions aux limites en vitesse ou en contrainte, d’expliciter l’e´nergie potentielle
ou comple´mentaire en fonction de ces coefficients, puis e´ventuellement d’optimiser les coefficients
inde´pendants. Le de´tail de cette proce´dure est purement technique, seules les grandes lignes en
seront esquisse´es. De manie`re ge´ne´rale, on observe qu’a` nombre de termes explore´s fixe´, il est
plus efficace de chercher a` augmenter l’ordre n que le rang m.
Pour simplifier la discussion, on conside`re se´pare´ment deux types de chargement : une vi-
tesse macroscopique “normale” suivant e3, dans l’axe de re´volution des sphe´ro¨ıdes et une vitesse
macroscopique “tangentielle” suivant e1, transversalement a` l’axe. Nous n’avons pas malheur-
seusement pu de´terminer de re`gle pour le choix des ordres et rangs des coefficients a` activer. En
pratique, on proce`de au cas par cas pour tenter de ve´rifier les conditions aux limites. La section
suivante a` pour but de pre´ciser les coefficients utilise´s pour le lecteur de´sireux de reproduire nos
re´sultats ou de les e´tendres a` d’autres applications.
Majorant par le minimum de l’e´nergie comple´mentaire
E´coulement axial
Conditions aux limites uniformes en vitesse : La solution approche´e propose´e repose sur
l’activation des 14 termes expose´s section 3.4.3 qui correspondent aux coefficients : C00 , C
0
2 , C
0
4 ,
A12, B
′1
2 ,D
0
1, D
0
3, D
0
5, c
0
2, c
0
4, a
1
2, b
′1
2 , d
0
3 et d
0
5. Aucune condition aux limites ne pe`se sur les e´le´ments
statiquement admissibles de Sv (1.33) : l’e´nergie comple´mentaire est optimise´e par rapport a` ces
14 termes. Notons que les termes d01 ⇔ c00 correspondent a` une translation uniforme suivant e3
et ne contribuent pas a` l’e´nergie comple´mentaire : ils ne sont donc pas active´s.
Conditions aux limites mixtes : La solution approche´e propose´e repose sur l’activation de 10
termes. Les conditions aux limites qui portent sur les e´le´ments satiquement admissibles de Sm
(1.35) fixent 4 termes (par exemple C00 , D
0
1, C
0
4 , c
0
4). Les 6 termes qui restent (C
0
2 , D
0
3, d
0
3, d
0
5,
D05, c
0
2) sont de´termine´s par optimisation de l’e´nergie comple´mentaire. L’ajout des termes A
1
2,
B′12 , a
1
2 et b
′1
2 utilise´s dans l’approche en vitesse ne conduit pas a` une ame´lioration de la borne
obtenue et n’est pas ne´cessaire.
E´coulement transversal
Conditions aux limites uniformes en vitesse : La solution approche´e propose´e repose sur
l’activation de 14 termes suivants : A00, A
0
2, A
0
4, C
1
2 , D
1
1, D
1
3, D
1
5, a
0
2, c
1
2, d
1
3, d
1
5, a
0
4, C
1
4 et c
1
4.
Aucune condition aux limites ne porte sur les e´le´ments de Sv (1.33), l’e´nergie comple´mentaire
est optimise´e par rapport a` ces 14 termes. Les termes d11 et a
0
0 correspondent a` une translation
uniforme suivant e1 et ne sont pas active´s.
Conditions aux limites mixtes : La solution approche´e propose´e repose sur l’activation de 14
termes. Les conditions aux limites qui portent sur les e´le´ments de Sm (1.35) fixent 6 termes (A00,
C12 , C
1
4 , D
1
1, c
1
2, c
1
4). Les 8 termes qui restent (A
0
4, D
1
5 , D
1
3, a
0
2, A
0
2, a
0
4, d
1
5, d
1
3) sont de´termine´es
par optimisation de l’e´nergie comple´mentaire.
Minorant par le minimum de l’e´nergie potentielle
E´coulement axial
Conditions aux limites uniformes en vitesse : Cette borne est la plus difficile a` e´tablir car
quelque soit le nombre de termes active´s, il manque toujours au moins un terme pour ve´rifier les
conditions aux limites en vitesse (1.33). Le choix des 8 termes en C00 , D
0
1, C
0
2 , c
0
0, c
0
2, a
1
2, b
′1
2 et D
0
3
ne requiert qu’un terme additionnel pour ve´rifier les conditions aux limites en vitesse. A` cet effet,
la base des fonctions harmoniques explore´e est enrichie d’un terme qui ne ve´rifie pas les e´quations
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de Stokes. Ce terme doit eˆtre choisi a` divergence nulle et de meˆme de´pendance en ζ que les autres.
On montre que le terme de vitesse supple´mentaire correspondant a` rot(γP 15 (τ)P
1
3 (ζ)eφ) ou` γ
est une constante permet de construire un champ de vitesse cine´matiquement admissible a` 9
termes. Toutes les constantes sont fixe´es par les conditions aux limites, l’e´tape d’optimisation
de l’e´nergie potentielle n’a pas lieu.
Conditions aux limites mixtes : La solution approche´e propose´e repose sur l’activation de 9
termes de la base des fonctions harmonique et du terme supple´mentaire en γ introduit pour les
conditions aux limites uniformes en vitesse. Les conditions aux limites sur les composantes de la
vitesse fixent 7 termes (C00 , D
0
1, C
0
2 , c
0
0, c
0
2, B
′1
2 , d
0
3). Les 3 termes qui restent sont de´termine´es
par optimisation de l’e´nergie potentielle (D03, A
1
2 et le terme supple´mentaire en γ de l’approche
en vitesse). Le terme en γ n’est pas ne´cessaire pour obtenir une borne mais contribue a` son
ame´lioration.
E´coulement transversal
Conditions aux limites uniformes en vitesse : Tout comme pour l’e´coulement axial, il manque
toujours au moins un terme pour ve´rifier les conditions aux limites de Cv (1.33). Le choix des 3
termes en A00,D
1
1 et a
0
0 ne requiert qu’un terme additionnel pour ve´rifier les conditions aux limites
en vitesse. Le terme de vitesse axiale supple´mentaire α
√
1− ζ2 cos(φ)eτ/(
√
τ2 − 1
√
τ2 − ζ2)
ou` α est une constante est a` divergence nulle et permet de construire un champ de vitesse
cine´matiquement admissible a` 4 termes. En de´pit de nos efforts, nous n’avons pas re´ussi a`
construire de termes approprie´s pour construire des champs cine´matiquement admissible d’ordres
supe´rieurs. Par conse´quent, la borne obtenue est de qualite´ infe´rieure a` toutes les autres bornes
propose´es.
Conditions aux limites mixtes : La solution approche´e propose´e repose sur l’activation de 9
termes. Les conditions aux limites qui portent sur les composantes de la vitesse fixent 7 termes
(A00, A
0
2, C
1
2 , D
1
1, a
0
0, a
0
2, c
1
2). Les 2 termes qui restent (d
1
3, D
1
3) sont de´termine´es par optimisation
de l’e´nergie potentielle.
Remarque : Dans le calcul de l’e´nergie comple´mentaire et de l’e´nergie potentielle, le terme
quadratique peut ge´ne´ralement eˆtre e´value´ par une inte´grale de surface au lieu d’une inte´grale
de volume. En effet, dans le cas de la construction de champs de contrainte, chaque terme du
de´veloppement conduit a` un champ de contrainte σi a` divergence nulle mais dont le taux de
de´formation associe´ di = Kσi : /(2µ) est compatible ge´ome´triquement avec un champ de vitesse
vi par la construction de Papkovich-Neuber. Le the´ore`me de la divergence permet alors d’e´crire
pour deux termes i et j construits sur la base de potentiels harmoniques∫
Ωf
σi :
K
2µ
: σj dV =
1
2µ
∫
∂Ωf
vi · σj · n dS
La meˆme remarque s’applique pour la proce´dure base´e sur le minimum de l’e´nergie potentielle.
Cependant, les termes supple´mentaires qui ne re´sultent pas de le formulation de Papkovich-
Neuber, parfois utilise´s pour ve´rifier les conditions aux limites, doivent eˆtre traite´s se´pare´ment
car on ne peut pas leur associer un champ de contrainte a` divergence nulle.
3.4.4 Encadrements de la perme´abilite´ e´quivalente
Le choix d’une longueur caracte´ristique pour adimensionner les re´sultats n’est pas e´vident
dans le cas d’un assemblage sphe´ro¨ıde. On choisit de normaliser la perme´abilite´ par le carre´ du
rayon Req d’une sphe`re de meˆme volume que la particule sphe´ro¨ıdale solide.
En raison de la grande gamme de perme´abilite´ (de l’infini a` 0) parcourue pour une frac-
tion volumique de solide de 0 a` 1, les perme´abilite´s e´quivalentes des cellules sphe´ro¨ıdales sont
peu lisibles pre´sente´es d’une manie`re brute. Pour les comparer aux perme´abilite´s des cellules
e´quivalentes sphe´riques, les Fig. 3.4, 3.5 et 3.6 pre´sentent le ratio entre la perme´abilite´ des
3.4. Cellules e´quivalentes sphe´ro¨ıdales 71
cellules sphe´ro¨ıdales normalise´es par R2eq et la perme´abilite´ des cellules sphe´riques (3.28) nor-
malise´es par R2, pour le meˆme type de conditions aux limites. Cette fac¸on de pre´senter masque
que les conditions aux limites mixtes conduisent toujours a` une perme´abilite´ supe´rieure a` celle
des conditions aux limites uniformes en vitesse, comme indique´ section 3.3. L’e´cart entre les
deux types de conditions aux limites diminue pour les sphe´ro¨ıdes prolates et augmente pour les
oblates.
Tout d’abord, pour la composante normale de la perme´abilite´, on observe que les re´sultats
base´s sur la repre´sentation de Papkovich-Neuber sont strictement e´quivalent a` ceux base´s sur la
fonction de courant scalaire pre´sente´s section 3.4.2, signe d’une correspondance entre les deux
repre´sentations.
A` rapports d’aspect du sphe´ro¨ıde inte´rieur fixe´s, les encadrements des composantes de la
perme´abilite´ e´quivalente sont pre´sente´s Fig. 3.4 et 3.5 en fonction de la fraction volumique de
solide et compare´s lorsque possible a` des calculs par e´le´ments finis. Les calculs de comparaison
par e´le´ments finis sont, comme pour les cellules e´quivalentes planes elliptiques, re´alise´s en prenant
soin d’imposer la liaison d’incompressibilite´. Seuls des calculs axisyme´triques ont e´te´ mene´s car
les calculs tridimensionnels sont trop couˆteux avec le type d’e´le´ments utilise´. Par ailleurs, seules
les conditions aux limites uniformes en vitesse ont pu eˆtre impose´es.
Remarquons que pour les rapports d’aspect conside´re´s, les encadrements propose´s sont re-
lativement serre´s dans toute la gamme de fraction volumique de solide. Par ailleurs, la borne
infe´rieure obtenue par construction d’un champ de vitesse montre un excellent accord avec les
calculs re´alise´s par e´le´ments finis, meˆme aux tre`s fortes fractions volumiques de solide et pour
des rapports d’aspects e´leve´s.
Toutefois, pour les oblates, la borne infe´rieure obtenue par construction d’un champ de vitesse
avec conditions aux limites uniformes en vitesse diverge (tout en gardant le statut de borne)
pour une fraction volumique de solide interme´diaire dont la valeur de´pend du rapport d’aspect,
tandis que le comportement aux faibles et fortes fractions volumiques est de bonne qualite´. Ce
comportement divergeant est peut eˆtre duˆ a` la concentration e´leve´e de l’e´coulement dans le plan
e´quatorial (voir Fig. 3.8) et a` l’absence de phase d’optimisation dans le choix des coefficients
(nombre d’inconnues e´gal au nombre d’e´quations inde´pendantes pour ve´rifier les conditions aux
limites). L’ajout de termes pour laisser plus de degre´s de liberte´s serait a` tester.
Ensuite, a` fractions volumiques de solide fixe´es, les encadrements propose´s des composantes
de la perme´abilite´ e´quivalente sont pre´sente´s Fig. 3.6 en fonction du rapport d’aspect de la
particule solide sphe´ro¨ıdale.
Ces re´sultats constituent une avance´e significative par rapport aux travaux originaux
pre´sente´s dans [26], ou` les estimations sont restreintes a` 4 degre´s de liberte´s et ne be´ne´ficient
pas du statut de borne. Toutefois, la contrepartie de la pre´cision des re´sultats pre´sente´s dans
cette section est une formulation plus lourde et l’absence de formules explicites.
3.4.5 Discussion : effet des conditions aux limites
La structure des champs de vitesse optimaux est pre´sente´e Fig. 3.7 pour un e´coulement axi-
syme´trique autour d’un oblate. Pour le rapport d’aspect 1/4 conside´re´, cette solution approche´e
est en effet d’excellente qualite´. L’effet du type de conditions aux limites, uniformes en vitesse
ou mixtes, est tre`s clair sur ces figures. Le long du plan e´quatorial, l’e´coulement prend la forme
parabolique de l’e´coulement de Poiseuille.
Une coupe de la vitesse axiale dans le plan e´quatorial Fig. 3.8 permet d’observer la diffe´rence
de concentration l’e´coulement entre les deux types de conditions aux limites ainsi que la diffe´rence
entre les oblates et les prolates. A` rapport d’aspect donne´, pour un e´coulement axial, la concen-
tration de vitesse sur le plan e´quatorial est beaucoup plus importante pour les oblates. Cette
observation pourrait eˆtre l’explication de la divergence de la borne infe´rieure sur la perme´abilite´
axiale des oblates pour les conditions aux limites uniformes en vitesse.
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Fig. 3.4: Encadrement de la perme´abilite´ e´quivalente de la cellule sphe´ro¨ıdale normalise´e par la
perme´abilite´ de la cellule sphe´rique pour les conditions aux limites uniformes en vitesse. Rapport
d’aspect ω1 du sphe´ro¨ıde inte´rieur : bleu marine = 20, bleu clair = 5, vert = 2, orange = 1/2,
rouge = 1/5, violet = 1/20. Les croix correspondent aux calculs par e´le´ments finis.
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Fig. 3.5: Encadrement de la perme´abilite´ e´quivalente de la cellule sphe´ro¨ıdale normalise´e par la
perme´abilite´ de la cellule sphe´rique pour les conditions aux limites mixtes. Rapport d’aspect ω1
du sphe´ro¨ıde inte´rieur : bleu marine 20, bleu clair = 5, vert = 2, orange = 1/2, rouge = 1/5,
violet = 1/20).
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Fig. 3.6: Encadrement de la perme´abilite´ e´quivalente de la cellule sphe´ro¨ıdale normalise´e par
la perme´abilite´ de la cellule sphe´rique, pour diffe´rentes fractions solides (bleu = 0.1, vert = 0.5,
rouge = 0.9).
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Fig. 3.7: Effet des conditions aux limites sur le champ de vitesse pour e´coulement axisyme´trique
entre deux sphe´ro¨ıde confocaux oblates. Le rapport d’aspect de la particule solide est 1/4, la
fraction volumique de solide 0.7 et la demi distance focale c=1.
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Fig. 3.8: Effet des conditions aux limites sur la composante axiale de la vitesse pour un
e´coulement axisyme´trique entre deux sphe´ro¨ıdes confocaux prolates ou oblates. Le rapport as-
pect de la particule solide est 4 ou 1/4, la fraction volumique de solide 0.7 et la demi distance
focale c=1. La vitesse impose´e sur le sphe´ro¨ıde exte´rieur est V = 1ez. Ligne pleine : conditions
aux limites mixtes, pointille´e : uniformes en vitesse.
Les conditions aux limites mixtes semblent plus adapte´es pour capturer l’interaction entre
plusieurs particules. En effet, supposons que l’on accole les solutions de deux cellules identiques
avec la meˆme orientation et dispose´es de sorte que le segment qui rejoint leur centre soit ortho-
gonal a` la direction de l’e´coulement. Le profil de vitesse dans l’axe de l’e´coulement (c’est a` dire
obtenu en ajoutant la syme´trie par rapport a` la droite verticale passant par r2 Fig. 3.8) pre´sente
alors une forme quasi-parabolique pour les conditions aux limites mixtes, tandis qu’il a` la forme
d’un “m” pour les conditions aux limites uniformes en vitesse, ce qui est tout a` fait improbable.
3.4.6 Perme´abilite´ d’assemblages de grains anistropes inter-pe´ne´trables
Dans cette section, la capacite´ des cellules perme´ables e´quivalentes sphe´ro¨ıdales a` rendre
compte de la perme´abilite´ d’un assemblage de grains anistropes inter-pe´ne´trables est e´value´e
par une confrontation aux simulations nume´riques pre´sente´s Fig. 2.10 au chapitre pre´ce´dent.
Rappelons que les assemblages de ces simulations sont constitue´s de grains sphe´ro¨ıdaux tous
identiques et dont la loi d’orientation est isotrope.
La perme´abilite´ du milieu granulaire est estime´e par l’application du sche´ma auto-cohe´rent
a` un assemblage de cellules perme´ables e´quivalentes sphe´ro¨ıdales identiques avec une loi d’orien-
tation isotrope. La taille et le rapport d’aspect de la particule solide de la cellule perme´able
e´quivalente sont pris e´gaux a` ceux des grains du mate´riau. Le sphe´ro¨ıde exte´rieur de la cel-
lule perme´able e´quivalente est choisi tel que la porosite´ de la cellule soit e´gale a` la porosite´ du
mate´riau granulaire. La cellule perme´able e´quivalente sphe´ro¨ıdale a un tenseur de perme´abilite´
isotrope transverse K(ω1, ω2) = Kn(ω1, ω2)n⊗ n+Kt(ω1, ω2)(1− n⊗ n).
La perme´abilite´ homoge´ne´ise´e est isotrope, de la forme Kac1 ou` Kac est la solution de (3.14),
qui prend la forme scalaire :
(Kn(ω1, ω2)−Kac)
1 + Sn(ω2)(Kn(ω1, ω2)/Kac − 1) +
2(Kt(ω1, ω2)−Kac)
1 + St(ω2)(Kt(ω1, ω2)/Kac − 1) = 0 (3.55)
avec Sn(ω2) et St(ω2) les composantes normale et tangentielle du tenseur d’Eshelby (3.7) du
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Fig. 3.9: Perme´abilite´ d’assemblages de grains sphe´ro¨ıdaux comple`tement inter-pe´ne´trables.
Tous les grains ont le meˆme volume et les perme´abilite´s intrinse`ques sont normalise´es par le
carre´ du rayon des sphe`res. Pour les calculs par FFT : ronds verts = sphe`res, triangles rouges :
prolates (ω = 5), carre´s bleus : oblates (ω = 1/5). Courbes en niveaux de gris : bornes pour
des sphe`res inter-pe´ne´trables. Courbes en couleurs : estimations par les cellules perme´ables
e´quivalentes sphe´ro¨ıdales avec conditions aux limites mixtes.
sphe´ro¨ıde exte´rieur de la cellule perme´able e´quivalente. La perme´abilite´ solution est
Kac =
−Kn − 2Kt + (St + 2Sn)(Kn +Kt)−
√
[Ks +Kn + 2Kt]2 − 4KsKn
2(St + 2Sn − 3)
avec Ks(ω1, ω2) = (St(ω2) + 2Sn(ω2))(Kn(ω1, ω2)−Kt(ω1, ω2))
(3.56)
Les estimations obtenues par cette me´thode sont confronte´es aux simulations nume´riques
Fig. 3.9. Seules les estimations base´es sur les conditions aux limites mixtes sont pre´sente´es.
De meˆme que pour le milieu constitue´ de sphe`res comple`tement inter-pe´ne´trables, les estima-
tions par particules e´quivalentes sphe´ro¨ıdales sous estiment la perme´abilite´ des assemblages
granulaires. Les raisons de cet e´cart sont pre´sume´es eˆtre les meˆmes que celles expose´es section
3.2.2. Une piste d’ame´lioration de l’estimation serait de prendre en compte la distribution non
monodisperse des tailles de pores. En revanche, l’effet du rapport d’aspect est bien reproduit,
ce qui pre´sente un argument en faveur de la me´thode des cellules perme´ables e´quivalentes.
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3.5 Estimations base´es sur l’e´coulement de Poiseuille
Lorsque les pores sont plats (fissures, espace entre paquets de feuillets, joints de grains) ou
ide´alise´s comme cylindriques (pores allonge´s), un proble`me auxiliaire adapte´ est l’e´coulement de
Poiseuille [7, 22, 36]. Le motif morphologique du proble`me auxiliaire est alors un pore cylindrique
ou l’espace poreux entre deux plans de phase solide.
3.5.1 Ecoulement de Poiseuille avec glissement aux parois
Afin d’e´tudier l’effet du glissement d’un gaz aux parois sur la perme´abilite´, les proble`mes
de Poiseuille sont pre´sente´s dans le cas de la condition de glissement (1.92) a` l’interface solide-
fluide. Le proble`me classique de Poiseuille avec adhe´rence a` l’interface solide-fluide correspond
au cas particulier ou le coefficient de glissement ζ est nul. Pour un gaz parfait, le coefficient de
glissement peut eˆtre estime´ par (1.93) dans le cadre de la the´orie cine´tique des gaz.
Ecoulement entre deux plans
Le proble`me auxiliaire est de´fini dans l’espace entre les deux plans de normale ez situe´s
en z = ±R. Un gradient de la pression gradp = α orthogonal a` ez est applique´ au fluide
newtonien de viscosite´ µ, par exemple gradp = αex. A` l’interface entre le gaz et le solide en
z = ±R, la vitesse est suppose´e eˆtre gouverne´e par la condition de glissement aux parois (1.92).
L’e´coulement, suppose´ incompressible, ve´rifie ainsi le proble`me suivant :
div v = 0 (z ∈ [−R;R])
d = grads v (z ∈ [−R;R])
σ = −p1+ 2µd (z ∈ [−R;R])
divσ = − grad p+ µ∆v = 0 (z ∈ [−R;R])
JvK =
ζ
µ
(1− n⊗ n) · σ · n (z = ±R)
p(x2, y, z)− p(x1, y, z) = (x2 − x1)α (z ∈ [−R;R])
(3.57)
Le champ de vitesse solution du proble`me auxiliaire (3.57) est
v = − 1
µ
[
R2 − z2
2
+ ζR
]
α (3.58)
La moyenne de la vitesse du gaz entre les deux plans est ainsi relie´e au gradient de pression par
v = − 1
µ
(
R2
3
+ ζR
)
α (3.59)
Ecoulement dans un tube de section circulaire
On conside`re maintenant l’e´coulement a` l’inte´rieur d’un tube cylindrique de section circulaire
de rayon R et de normale ez. Le gradient de la pression est applique´ coline´airement a` l’axe du
cylindre grad p = α ez. A` ces modifications pre`s, le proble`me auxiliaire est de´fini comme (3.57).
En coordonne´es cylindriques, le champ de vitesse solution est
v = − 1
2µ
[
R2 − r2
2
+ ζR
]
α ez (3.60)
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3.5.2 De´finition d’une cellule perme´able e´quivalente
La deuxie`me e´tape est la de´finition d’une ge´ome´trie et d’un tenseur de perme´abilite´ pour la
cellule perme´able e´quivalente. Si la de´finition d’une perme´abilite´ transversale (resp. normale) est
sans ambigu¨ıte´ pour les pores plats (resp. cylindriques), l’attribution d’une perme´abilite´ normale
(resp. transversale) est proble´matique.
Pores plats
L’espace entre les deux plans peut eˆtre remplace´ par un milieu Darce´en dont la perme´abilite´
tangentielle dans le plan est
Kt =
R2
3
+ ζR =
R2
3
(
1 +
3ζ
R
)
(3.61)
Suivant la forme consacre´e par Klinkenberg [55], cette expression peut s’e´crire a` l’aide de (1.93)
en fonction de la pression p du fluide :
Kt = K
∞
t
(
1 +
β
p
)
avec K∞t =
R2
3
; β =
3πµvmol(2− ϑ)
4ϑR
(3.62)
Le coefficient de Klinkenberg β est inde´pendant de la pression de fluide. La loi de Klinkenberg
pre´voit que la perme´abilite´ effective au gaz augmente lorsque le glissement augmente, ou de
manie`re e´quivalente lorsque la pression diminue. Dans la limite des tre`s fortes pressions, la
perme´abilite´ effective au gaz doit co¨ıncider avec la perme´abilite´ au liquide, car le coefficient
de glissement (qui est de l’ordre de grandeur du libre parcours moyen d’une mole´cule de gaz)
devient tre`s faible devant R. Remarquons pour la suite que l’e´tude la variation de la perme´abilite´
en fonction de ζ est e´quivalente a` son e´tude en fonction de 1/p car ζ est proportionnel a` 1/p. Si
l’on de´finit κ = ζ/R comme coefficient de Knudsen, la perme´abilite´ devient :
Kt = K
∞
t (1 + 3κ). (3.63)
Il reste a` attribuer une perme´abilite´ e´quivalente normale et une ge´ome´trie au milieu
perme´able e´quivalent utilise´ pour de´crire le pore plat. La ge´ome´trie de la cellule perme´able
e´quivalente du pore plat est choisie comme un sphe´ro¨ıde oblate dont le rapport d’aspect ω est
petit devant 1. Bien que la perme´abilite´ tangentielle (3.61) ait e´te´ e´tablie pour ω = 0, on effec-
tuera l’approximation que cette forme de la perme´abilite´ reste valide pour ω petit devant 1 mais
non nul. Ce choix vise surtout a` confe´rer une extension finie aux pores afin qu’ils ne traversent
pas tout le domaine. Il faut alors conside´rer R dans (3.61) comme une taille de pore e´quivalente
le´ge`rement infe´rieure au demi petit axe de l’ellipso¨ıde oblate.
Pour une utilisation du sphe´ro¨ıde perme´able e´quivalent dans le sche´ma auto-cohe´rent,
Barthe´le´my [7] pre´conise alors de ve´rifier Kn ≫ ω2Kt pour e´viter de cre´er des obstacles a`
l’e´coulement. Pour “laisser le choix” au sche´ma auto-cohe´rent, [22] propose de choisir Kn =∞.
Un autre choix pourrait eˆtre de supposer que les pores plats ne modifient pas l’e´coulement dans
la direction normale au plan du pore, ce qui reviendrait a` choisir Kn = Kac dans le sche´ma
auto-cohe´rent.
Pores allonge´s
L’inte´rieur du tube peut eˆtre remplace´ par un milieu darce´en dont la perme´abilite´ normale
dans l’axe est, sous la forme propose´e par Klinkenberg et (1.93) :
Kn = K
∞
n
(
1 +
β
p
)
= K∞n (1 + 4κ) avec K
∞
n =
R2
8
; β =
πµvvol(2− ϑ)
ϑR
; κ =
ζ
R
(3.64)
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La ge´ome´trie de la cellule perme´able e´quivalente du pore allonge´ est choisie comme un sphe´ro¨ıde
prolate dont le rapport d’aspect ω est grand devant 1. L’attribution d’une perme´abilite
e´quivalente tangentielle a` un pore allonge´ est une question ouverte. Contrairement au cas des
pores plats, le choix Kt =∞ n’est pas recevable. En effet, pour le sche´ma auto-cohe´rent, un as-
semblage de grains imperme´ables sphe´riques et de tels cylindres perme´ables avec Kt = ∞ avec
une loi d’orientation isotrope fait apparaˆıtre une porosite´ au dela` de laquelle la perme´abilite´
est infinie. En revanche, supposer que les pores cylindriques ne modifient pas un e´coulement
tangentiel (Kt = Kac) ne pre´sente pas ce type de comportement divergent.
La “bibliothe`que” de cellules e´quivalentes qui a e´te´ expose´e aux sections 3.2, 3.3, 3.4 et
3.5 pour divers motifs morphologiques est maintenant mise a` profit pour proposer quelques
mode`les simples qui visent a` re´pondre a` des proble´matiques d’inte´reˆt pratique. Une premie`re
proble´matique est l’effet Klinkenberg duˆ au glissement aux parois : pour un gaz, la perme´abilite´
intrinse`que effective de´pend de la pression du gaz. Une deuxie`me proble´matique est la no-
tion de perme´abilite´ relative, c’est a` dire la variation de la perme´abilite´ effective a` un pre-
mier fluide lorsque le re´seau poreux est partiellement sature´ d’un second fluide. Une troisie`me
proble´matique, lie´e a` la pre´ce´dente est la notion de pression de perce´e du gaz a` travers un
e´chantillon initialement sature´ en eau.
Pour aborder ces proble´matiques, deux mode`les morphologiques simplifie´s sont propose´s a`
titre illustratif : un milieu compose´ d’une phase imperme´able traverse´e par des fissures ou des
pores plats, ainsi qu’un milieu compose´ uniquement de sphe´ro¨ıdes perme´ables e´quivalents.
3.6 Mode´lisation de l’effet Klinkenberg
La validite´ de la correction de Klinkenberg pour les milieux tre`s faiblement perme´ables est
re´cemment remise en cause dans la litte´rature. Plusieurs raisons diffe´rentes sont avance´es :
– Sur la base de simulations en dynamique mole´culaire, Fathi et al. [39] remettent en cause
pour des pores de taille nanome´trique l’effet de glissement tel qu’il est de´crit par la the´orie
cine´tique des gaz.
– Suivant Moghadam et Chalaturnyk [69], l’e´coulement de Poiseuille est trop ide´alise´ car
il ne rend pas compte des gradients de contrainte tangentielle aux parois des pores. Les
re´sultats (3.31) obtenus pour la cellule e´quivalente sphe´rique avec glissement aux parois
viennent confirmer cette intuition.
Dans le cadre de ce travail, nous resterons dans le cadre d’un glissement aux parois de´crit
par la the´orie cine´tique des gaz. A` l’aide du sche´ma auto-cohe´rent, quelques mode`les simples
sont propose´s pour illustrer une de´viation a` la loi de Klinkenberg pour deux types de raisons :
– le caracte`re non uniforme de la contrainte tangentielle aux parois des pores, tel qu’il
apparait pour la cellule e´quivalente sphe´rique,
– l’he´te´roge´ne´ite´ des tailles de pores.
3.6.1 Mode`le base´ sur l’e´coulement de Poiseuille
Dans un premier temps, supposons que la perme´abilite´ de tous les constituants suit une loi
de la forme :
K(ζ) = K˜R2 + ζR. (3.65)
Les pores plats dans lesquels l’e´coulement est de´crit par l’e´coulement de Poiseuille avec glissement
(3.61) en sont un exemple. Rappelons cette expression peut se mettre sous la forme Keff =
K int(1 + β/p) propose´e par Klinkenberg, ou` β/p est proportionnel a` ζ/R (3.62).
Dans la suite, on suppose que tous les pores sont plats et de´crits par un sphe´ro¨ıde oblate
e´quivalent de rapport d’aspect unique ω ≪ 1. La perme´abilite´ e´quivalente tangentielle d’un tel
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sphe´ro¨ıde est gouverne´e par (3.61). La perme´abilite´ intrinse`que normalise´e par le carre´ du demi
espacement entre les plans dans l’e´coulement de Poiseuille est note´e K˜t = Kt(ζ=0)/R
2 (= 1/3).
La perme´abilite´ normale est choisie infinie, mais on montre que les meˆmes tendances seraient
obtenues dans la suite si l’on choisit Kn = Kac.
De plus, les pores plats sont suppose´s de tailles disperses. Ainsi, si la perme´abilite´ e´quivalente
tangentielle de chaque pore suit la forme propose´e par Klinkenberg, le coefficient de Klinken-
berg, en 1/R (3.62), n’est pas le meˆme pour tous les pores. L’interpre´tation des isothermes
de de´sorption expe´rimentaux pre´sente´s au chapitre suivant Fig. 4.6 sugge`re que les tailles de
pores s’e´talent sur plusieurs ordres de grandeurs dans les roches argileuses. Pour simplifier, on
supposera qu’une loi log-uniforme continue sur un domaine borne´ est une premie`re approxi-
mation raisonnable de la distribution de densite´ volumique de tailles de pores. Soient R1 le
demi-e´cartement entre les parois du plus petit pore et R2 celui du plus grand. La dispersion
de la distribution est caracte´rise´e par ρ = R2/R1. La distribution log-uniforme de tailles de
pores est alors de´finie telle que la fraction volumique de pores dont le rayon est compris dans
l’intervalle infinite´simal dR autour du rayon R ∈ [R1;R2] est :
f(R) dR =
1
ln ρ
d(lnR) (3.66)
Pour la distribution log-uniforme, le rayon me´dian est Rm =
√
R1R2.
Tous les pores sont suppose´s de´crits par le meˆme rapport d’aspect. Pour chaque taille de
pores, l’orientation des pores suit une loi isotrope. La phase solide est repre´sente´e par des grains
sphe´riques imperme´ables. La perme´abilite´ homoge´ne´ise´e, estime´e par le sche´ma auto-cohe´rent,
est un tenseur isotrope Kac/µ1, ou` Kac est la perme´abilite´ intrinse`que solution de (3.14). En
utilisant les proprie´te´s des tenseurs n⊗n et 1−n⊗n, (3.14) se re´sume ici a` l’e´quation scalaire :
− (1− φ)9
2
+ φ
∫ R2
R1
(
1
Sn
+ 2
K˜tR
2 + ζR−Kac
Kac + St(K˜tR2 + ζR−Kac)
)
dR
R ln ρ
= 0, (3.67)
ou` le premier terme correspond aux inclusions sphe´riques imperme´ables, le second terme aux
pores sphe´ro¨ıdaux et φ est la porosite´ totale. Apre`s inte´gration, la perme´abilite´ homoge´ne´ise´e
est solution de l’e´quation
F (Kac, ζ) =
9(1 − φ)
4φ
− 1
2Sn
(3.68)
avec
F (Kac, ζ) =
1
ln(ρ)St(1− St)

 ln
(
St(K˜tR
2 + ζR) + (1− St)Kac
)
2
− St ln(R)
+
ζSt√
4K˜tKacSt(1− St)− (Stζ)2
arctan

 St(2K˜tR+ ζ)√
4K˜tKacSt(1− St)− (Stζ)2




R2
R1
(3.69)
Lorsque le glissement est nul, la perme´abilite´ intrinse`que est explicite :
Kac(ζ = 0) = K˜tR
2
mρ
St
1− St
1− ρm−2
ρm − 1 ou` m = St
9Sn(1− St)− φ(9SnSt − 5Sn + 2St − 2)
2φSn
(3.70)
La perme´abilite´ normalise´e par le carre´ du rayon me´dian est une fonction croissante de ρ =
R2/R1 lorsque le glissement est nul. La pente de Kac(ζ) en ζ = 0 est donne´e par −∂F∂ζ / ∂F∂Kac .
Le de´veloppement limite´ en ζ = 0 au premier ordre de Kac(ζ) solution de (3.68) peut se mettre
sous une forme analogue a` (3.61) :
Kac(ζ) = Kac(ζ = 0)
(
1 + 3
ζ
R0
+ o
(
ζ
R0
))
(3.71)
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Fig. 3.10: Effet du glissement : Kac(ζ) (3.68) (lignes pleines) et son de´veloppement limite´ a`
l’origine (3.71) (lignes pointille´es) pour Rm = 1.
ou` le rapport R0/Rm est la fonction qui croit lentement de 1 en ρ = 1 a` ≈ 4 en ρ = 105 donne´e
par :
R0
Rm
=
√
ρ(1− ρm)(ρm − ρ2)
(ρm(ρ2 − 1)q(arctan(ρq)− arctan(q))− (ρm − 1)(ρm − ρ))ρ ou` q =
√
1− ρm
ρm − ρ2 (3.72)
Une comparaison entre Kac(ζ) (3.68) et son de´veloppement limite´ a` l’origine (3.71) est
pre´sente´e Fig. 3.10 pour une porosite´ φ = 20% et un rapport d’aspect ω = 1/20 des pores.
Si tous les pores ont la meˆme taille (ρ = 1), la perme´abilite´ est une fonction line´aire de ζ donc
la forme de Klinkenberg est retrouve´e a` l’e´chelle macroscopique. En revanche lorsque ρ > 1 la
perme´abilite´ macroscopique ne suit plus exactement une loi de Klinkenberg car Kac(ζ) diffe`re de
son de´veloppement limite´ a` l’ordre 1 a` l’origine. Cependant, la non line´arite´ des courbes Kac(ζ)
n’est pas fortement marque´e. En premie`re approximation, la perme´abilite´ macroscopique peut
raisonnablement eˆtre de´crite par une loi de Klinkenberg, ou` le coefficient de Klinkenberg appa-
rent est de´duit de (3.71). Pour ce choix, le coefficient de Klinkenberg apparent de´croit en 1/R0
avec R0 donne´ par (3.72).
3.6.2 Mode`le base´ sur les cellules perme´ables e´quivalentes sphe´riques
Les perme´abilite´s des cellules perme´ables e´quivalentes (3.31) ont une de´pendance en la dis-
tance r entre les sphe`res inte´rieures et exte´rieures de la forme
Keff = K˜r2
(
1 +
bζ/r
1 + aζ/r
)
= K˜r2
(
1 + b
ζ
r
+ o
(
ζ
r
))
. (3.73)
ou` a et b sont donne´s par (3.32) et K˜ de´pend uniquement de la fraction volumique de solide de
la cellule perme´able e´quivalente. L’estimation par le sche´ma auto-cohe´rent de la perme´abilite´
d’un assemblage de cellules perme´ables e´quivalentes sphe´riques de meˆme fraction volumique et
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de tailles qui suivent une loi log-uniforme est solution de :
∫ R2
r=R1
K˜r2
(
1 +
bζ
r + aζ
)
−Kac
K˜r2
(
1 +
bζ
r + aζ
)
+ 2Kac
d r
r
= 0 (3.74)
Lorsque le coefficient de glissement ζ tend vers l’infini, la perme´abilite´ homoge´ne´ise´e tend une
asymptote horizontale de´crite par Kac(ζ) → (1 + b/a)Kac(ζ = 0). En proce´dant comme a` la
section pre´ce´dente, le de´veloppement limite´ de Kac(ζ) en ζ = 0 est de la forme
Kac(ζ) = Kac(ζ = 0)
(
1 + b
ζ
r0
+ o
(
ζ
r
))
(3.75)
ou` Kac(ζ = 0) et r0 sont explicites. La fonction r0/Rm ne de´pend que de ρ et est lentement
croissante, de 1 en ρ = 1 a` ≈ 4 en ρ = 104. La Fig. 3.11 montre que l’on peut en premie`re
approximation remplacer Kac(ζ) par une expression analogue a` (3.31) :
Kapprox(ζ) = Kac(ζ = 0)
(
1 +
bζ/r0
1 + aζ/r0
)
, (3.76)
avec
r0
Rm
=
2ρ
5
6 (ρ
2
3 + 1)(ρ2 − 1)
(2ρ
1
3 + 6ρ+ 9ρ
5
3 + 6ρ
7
3 + 2ρ3)ρq(arctan(ρq)− arctan(q))− 2ρ 43 + ρ 53 − 2ρ2 + 2ρ 73 − ρ 83 + 2ρ3
Kac(ζ = 0) = K˜R
2
mρ
1− ρ−4/3
ρ2/3 − 1 ; q =
√
ρ−2/3
2ρ2/3 + 2
(3.77)
En particulier, l’asymptote horizontale de Kac(ζ) en ζ → ∞ est ainsi retrouve´e par l’approxi-
mation.
Pour conclure, cette section illustre que lorsque les perme´abilite´s de tous les constituants
suivent une meˆme forme de de´pendance au coefficient de glissement, il n’est pas garanti que
la perme´abilite´ homoge´ne´ise´e pre´sente une de´pendance de forme analogue. Par exemple, si la
perme´abilite´ de tous les constituants suit une loi de Klinkenberg, la perme´abilite´ homoge´ne´ise´e
peut ne pas de´pendre line´airement du coefficient de glissement. Ainsi, une distribution de tailles
de pores non monodisperse induit un e´cart a` la loi de Klinkenberg. Cependant, en premie`re
approximation, la perme´abilite´ homoge´ne´ise´e peut eˆtre approche´e par une expression de forme
analogue a` celle des constituants (par ex. (3.71) ou (3.76)), qui fait intervenir une taille de pore
e´quivalente pour le glissement (cf. (3.72)).
3.7 Perme´abilite´ relative et pression de perce´e
Dans cette section, on conside`re la situation ou` une partie du re´seau poreux est occupe´e
par un fluide suppose´ immobile (eau), tandis qu’un autre fluide (gaz) s’e´coule dans la fraction
restante du re´seau poreux. L’objectif est de rendre compte de la diminution de perme´abilite´
effective au gaz avec l’augmentation de la saturation en eau. Un inte´reˆt particulier est preˆte´ a`
l’e´tat critique de saturation en eau pour lequel la perme´abilite´ au gaz s’annule. La pre´sentation
est inspire´e de [22, 33]
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Fig. 3.11: Effet du glissement : Kac(ζ) (3.74) (points) et son approximation (3.76) (lignes poin-
tille´es) pour Rm = 1, a = 1 et b = 3.
3.7.1 Mode`le base´ sur l’e´coulement de Poiseuille
Description du mode`le La saturation en eau s est de´finie comme la fraction du volume
poreux occupe´e par l’eau. L’eau est suppose´e eˆtre le fluide mouillant et eˆtre immobile lors de
l’e´coulement du gaz. Lorsque l’e´chantillon est sec, s = 0 et lorsque l’e´chantillon est totalement
sature´ en eau, s = 1.
Reprenons le mode`le pre´sente´ section 3.6.1, en l’absence de glissement aux parois. Dans la
suite on appelle taille de pore le demi espacement entre les deux parois d’un pore aplati. Pour
simplifier la repre´sentation, on suppose que tous les pores les plus petits sont remplis en priorite´
par l’eau (voir section 4.1.2). Ainsi, on suppose l’existence d’une taille de pore R⋆ ∈ [R1;R2]
telle que la fraction volumique des pores de taille infe´rieure a` R⋆ est s. Pour la loi log-uniforme
sur le domaine [R1;R2], la saturation est relie´e a` la taille R⋆ par la relation bi-univoque :
s =
ln(R2/R⋆)
ln(R2/R1)
⇔ R⋆ = Rs2R1−s1 (3.78)
Ce mode`le est tre`s re´ducteur car il oblite`re la description ge´ome´trique du me´nisque a` l’interface
liquide-gaz. Il est ainsi plus rustique que les mode`les de re´seau de pores [17] ou que les simulations
nume´riques qui de´crivent exhaustivement la ge´ome´trie des interfaces fluide-gaz [98]. Notamment,
il suppose qu’un pore ne peut eˆtre que soit comple`tement sature´ en eau soit comple`tement sec.
De plus, il ne permet pas de rendre compte de l’hyste´re´sis entre la sorption et la de´sorption.
Perme´abilite´ effective au gaz Les pores sature´s en eau sont suppose´s imperme´ables au gaz.
La perme´abilite´ au gaz macroscopique est estime´e par le sche´ma auto-cohe´rent (3.14), qui se
re´sume ici a` l’e´quation scalaire :
− (1− φ)9
2
− φs
(
1
1− Sn +
2
1− St
)
+ φ
∫ R2
R⋆
(
1
Sn
+ 2
K˜tR
2 −Kac
Kac + St(K˜tR2 −Kac)
)
dR
R ln ρ
= 0,
(3.79)
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ou` le premier terme repre´sente la phase solide, le second terme les pores sature´s (imperme´ables
au gaz) et le troisie`me terme les pores non sature´s (perme´ables au gaz). Apre`s inte´gration, la
solution est explicitement donne´e par :
Kac(s) = K˜tR
2
m
ρSt
1− St
1− ρ2(s−1)+m(s)
ρm(s) − 1 (3.80)
avec
m(s) = St(1− St)
[
s
Sn(1− Sn) +
9Sn(1− St)− φ(9SnSt − 5Sn + 2St − 2)
2φSn(1− St)
]
(3.81)
L’expression (3.80) permet d’e´tudier l’effet du rapport d’aspect des sphe´ro¨ıdes oblates utilise´s
pour de´crire les pores plats, de la porosite´, de la saturation et de la dispersion de la distribution
de tailles de pores sur la perme´abilite´.
Tout d’abord, le seuil de percolation du sche´ma auto-cohe´rent permet de rendre compte d’une
saturation critique au dela` de laquelle la perme´abilite´ au gaz est nulle. La saturation critique sc
est solution de
2(sc − 1) +m(sc) = 0 (3.82)
La saturation critique ne de´pend que du rapport d’aspect des pores et de la porosite´. En par-
ticulier, une diminution de porosite´ entraˆıne une diminution de la saturation critique sc tandis
qu’une diminution du rapport d’aspect entraˆıne une augmentation de sc.
Pression de perce´e Tentons de mettre a` profit le seuil de percolation sur la perme´abilite´
effective au gaz pour proposer un moyen de rendre compte du phe´nome`ne de pression de perce´e.
D’apre`s la loi de Laplace, dans un pore plat de taille R, la pression capillaire Pc ou diffe´rence
de pression entre le gaz (Pg) et l’eau (Pl) suppose´e parfaitement mouillante est donne´e par
Pc = Pg − Pl = γ/R ou` γ est la tension superficielle a` l’interface liquide-gaz. Supposons qu’un
e´chantillon de mate´riau initialement sature´ en eau soit installe´ dans une cellule d’essai et mis
en contact sur la face aval avec de l’eau a` la pression Pl, et sur la face amont avec du gaz a` la
pression Pg initialement e´gale a` Pl. On appelle pression de perce´e la diffe´rence de pression entre
le gaz et le liquide qu’il faut appliquer pour observer un e´coulement de gaz sur la face aval de
l’e´chantillon. D’apre`s le mode`le simplifie´ conside´re´ et la loi de Laplace, a` mesure que la pression
de gaz augmente, tous les pores de rayon supe´rieurs a` γ/(Pg − Pl) sont suppose´s vidange´s par
perme´ation de l’eau vers l’aval de l’e´chantillon. La vitesse de monte´e en pression est suppose´e
tre`s faible devant le temps de perme´ation de l’eau de sorte a` pouvoir ne´gliger les gradients de
pression dans l’eau lors de l’application de la loi de Laplace. On travaille sous hypothe`se que la
saturation en eau est alors homoge`ne dans tout l’e´chantillon. En particulier, on suppose que la
perce´e du gaz ne se fait pas par digitation. Le gaz ne peut alors perme´er a` travers l’e´chantillon
que lorsque Pg − Pl est tel que la saturation en eau a de´cru jusqu’a` la saturation critique sc.
La perce´e a lieu lorsque Pg − Pl est supe´rieur a` γ/R⋆(sc), ou` R⋆(sc) est la valeur de la taille de
pore qui correspond par (3.78) a` la saturation critique (3.82) associe´e au seuil de percolation.
Le pre´sent mode`le permet donc, via le seuil de percolation du sche´ma auto-cohe´rent, de rendre
compte du phe´nome`ne de pression de perce´e. La pression de perce´e prend ici la valeur γ/R⋆(sc).
Perme´abilite´ relative L’expression (3.80) permet d’e´tudier la perme´abilite´ relative en fonc-
tion de la saturation partielle du mate´riau. La Fig. 3.12 illustre que les allures de courbes de
perme´abilite´ relative peuvent eˆtre tre`s varie´es. Outre la porosite´ et le rapport d’aspect des
sphe´ro¨ıdes, l’allure de la courbe de perme´abilite´ relative est sensible a` la distribution de tailles
de pores. Il serait donc inte´ressant d’e´tudier d’autres lois de distribution des tailles de pores, car
la loi log-uniforme ne rend pas compte de possibles pics de distribution de tailles.
86 Estimations microme´caniques de la perme´abilite´
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
K
(s
)/
K
(0
)
saturation
φ = 2%
φ = 5%
φ = 10%
φ = 20%
φ = 40%
(a) porosite´ φ
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
K
(s
)/
K
(0
)
saturation
ω = 6.10−2
ω = 3.10−2
ω = 10−2
ω = 10−3
ω = 10−4
(b) rapport d’aspect ω
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
K
(s
)/
K
(0
)
saturation
R2/R1 = 1
R2/R1 = 2
R2/R1 = 10
R2/R1 = 10
2
R2/R1 = 10
3
R2/R1 = 10
5
(c) dispersion de la distribution ρ = R2/R1
Fig. 3.12: Sensibilite´ de l’estimation de la perme´abilite´ relative a` l’aide de (3.80) aux parame`tres
du mode`le : (a) φ avec ω = 1/100 et R2/R1 = 100 (b) ω avec φ = 0, 12 et R2/R1 = 100 (c)
R2/R1 avec φ = 0, 12 et ω = 1/120.
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3.7.2 Mode`le base´ sur les cellules perme´ables e´quivalentes sphe´ro¨ıdales ?
On peut s’interroger sur la capacite´ d’un mode`le compose´ de cellules perme´ables e´quivalentes
sphe´riques ou sphe´ro¨ıdales a` rendre compte efficacement de la perme´abilite´ relative d’un milieu
granulaire. En effet, la transposition directe du mode`le utilise´ pour les pores plats reviendrait
a` supposer que les cellules les plus petites sont totalement sature´es en eau, tandis que les plus
grandes ne sont occupe´es que par le gaz. Or en re´alite´, la phase fluide va pre´fe´rentiellement se
localiser au niveau des angles forme´s par l’intersection de plusieurs grains. On se heurte donc a`
un proble`me majeur lie´ au motif morphologique utilise´ qui ne comporte qu’un grain.
Cependant, dans la limite ou` la fraction volumique de solide d’une cellule perme´able
e´quivalente tend vers 1, il a e´te´ montre´ section 3.2.2 que l’utilisation des conditions aux limites
mixtes permet de retrouver l’inclusion sphe´rique composite avec noyau imperme´able et interface
perme´able qui a e´te´ pre´sente´e dans [33]. Cette dernie`re est bien adapte´e a` la mode´lisation des
mate´riaux tels que les gre`s a` grains fins dans lequel l’e´coulement est localise´e dans les joints
entre grains de silice. Lorsque ce type de mate´riau est partiellement sature´, la phase liquide est
aussi pre´fe´rentiellement localise´e dans les joints de grains, de sorte que la transposition de la
me´thode expose´e pour les pores plats reste raisonnable. Il serait alors inte´ressant d’e´valuer si
les cellules perme´ables e´quivalentes sphe´ro¨ıdales avec une fraction volumique de solide proche
de 1 sont de bonnes candidates a` la mode´lisation de la perme´abilite´ relative de tels mate´riaux a`
grains anistropes et joints de grains qui re´gissent l’e´coulement.
Dans ce chapitre, nous avons tente´ de proposer des outils pour construire des mode`les mi-
crome´caniques d’estimation de la perme´abilite´ a` partir de caracte´ristiques morphologiques de la
microstructure. Malgre´ une certaine analogie entre les e´quations de champs d’un e´coulement de
Stokes et celles de l’e´lasticite´ line´aire incompressible, les diffe´rences de conditions aux limites et
de nature des lois de comportement homoge´ne´ise´es rendent caduque toute tentative de construire
des sche´mas d’homoge´ne´isation de la perme´abilite´ analogues aux sche´mas classiques en e´lasticite´
line´aire base´s sur le proble`me d’Eshelby.
Le concept de cellule perme´able e´quivalente permet de proposer une alternative qui semble
mieux capturer la perme´abilite´ de milieux granulaires simples que les bornes pre´sente´es au
chapitre 1. Nous nous sommes efforce´s d’e´tendre les travaux existants a` la prise en compte de
glissement aux parois ou d’anisotropie des grains de la phase solide. De`s que l’on s’e´carte de la
ge´ome´trie sphe´rique, la complexite´ mathe´matique empeˆche de donner une expression explicite
de ces estimations. Cependant, plusieurs strate´gies ont e´te´ de´veloppe´es pour e´valuer ou encadrer
rapidement les valeurs des perme´abilite´s e´quivalentes lorsqu’elles ne sont pas explicites.
Le chapitre se termine sur quelques exemples illustratifs d’utilisation des outils de´veloppe´s
pour construire des mode`les microme´caniques qui permettent de rendre compte de phe´nome`nes
de glissement aux parois type Klinkenberg ou autres, ainsi que de la perme´abilite´ relative au gaz
et d’une saturation critique d’annulation de la perme´abilite´ effective au gaz. Ces exemples n’ont
pas vocation a` eˆtre repre´sentatifs de la morphologie de l’espace poreux d’une roche argileuse,
qui est tre`s certainement bien plus complexe.
* *
*
Chapitre 4
Caracte´risation expe´rimentale de
roches argileuses
Re´sume´ : Les objectifs de la caracte´risation expe´rimentale pre´sente´e dans ce chapitre sont
d’e´valuer les capacite´s de re´tention de gaz des roches de couverture et de production de gaz des
roches me`res. Une des grandes difficulte´s de cette caracte´risation est la tre`s faible perme´abilite´
des mate´riaux e´tudie´s, qui allonge conside´rablement les temps de mesures. Dans un premier
temps, deux me´thodes de mesures de la porosite´ sont compare´es : a` l’eau sans confinement,
classique ou au gaz sous confinement, plus originale. Des courbes de pression capillaire sont
e´tablies a` partir d’isothermes de sorption/de´sorption d’eau et interpre´te´es pour quantifier la
finesse des pores. Dans un deuxie`me temps, la perme´abilite´ au gaz est e´value´e en fonction de la
saturation en eau et de la pression de confinement. La sensibilite´ de la perme´abilite´ au gaz au
phe´nome`ne de glissement aux parois est de´taille´e. En comple´ment pour les roches de couverture,
des mesures de perme´abilite´ a` l’eau puis de pression de perce´e sont mene´es pour e´valuer leur
qualite´ de couverture. Dans un troisie`me temps, des modifications des proprie´te´s e´lastiques dues
a` la saturation sont mises en e´vidence, et quelques proprie´te´s poro-me´caniques sont e´value´es.
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puit usage origine stratigraphie profondeur e´tat conservation particularite´
LB gaz Lingen, Allemagne Wealden 814 a` 897 m de´grade´, sec tre`s fissure´
LW gaz Lingen, Allemagne Posidonia 984 m de´grade´, sec le´ge`res fissures
LRS gaz Lingen, Allemagne Posidonia 2063 m sec sain
SK2 gaz Skelbro, Danemark Alum 10 a` 40 m sec riche en MO
cap1 couverture n.c. n.c. 452 m bon tre`s carbonate´
cap2 couverture n.c. n.c. 419 m excellent non indure´
Tab. 4.1: Informations ge´ne´rales sur les carottes utilise´es.
Les re´sultats expe´rimentaux pre´sente´s dans ce chapitre ont e´te´ mene´s sur une grande varie´te´
de roches argileuses. Les carottes utilise´es proviennent de divers puits en Europe et sont issues
de profondeurs entre 10 et 2000 m. Ces roches argileuses ont e´te´ carotte´es pour un des deux
objectifs industriels suivant :
– la caracte´risation de leur potentiel pour la production de gaz naturel : ce sont alors des
roches me`res (ou “shale gas”).
– l’e´valuation de leur capacite´ de re´tention pour le stockage de gaz : ce sont alors des roches
de couvertures (ou “caprocks”).
Le potentiel de production des roches me`res est principalement de´termine´ par la quantite´ de
gaz en place et la vitesse de sa re´cupe´ration. La quantite´ de gaz en place est conditionne´e par la
porosite´ et l’adsorption du gaz aux parois, tandis que la vitesse de re´cupe´ration est gouverne´e
par la perme´abilite´ au gaz. La production potentielle de gaz a` partir d’une roche est d’autant
meilleure que la porosite´, l’adsorption et la perme´abilite´ sont e´leve´es.
Au contraire, une bonne roche de couverture est caracte´rise´e par une perme´abilite´ au gaz
tre`s faible et une pression e´leve´e de perce´e du gaz a` travers le re´seau poreux sature´ en eau.
4.1 Mate´riaux et dispositifs expe´rimentaux
4.1.1 Origines, aspect et pre´paration des mate´riaux
Provenance et aspect macroscopique La table 4.1 fournit un re´sume´ des provenances des
carottes. La Fig. 4.1 illustre une partie des types de roches e´tudie´s.
– Le premier type de roche me`re e´tudie´ provient d’anciens carottages effectue´s dans la re´gion
de Lingen en Allemagne, dans les couches stratigraphiques Posidonia et Wealden entre
800 et 2000 m de profondeur. Les mate´riaux, expose´s a` l’air depuis plus de 20 ans, sont
globalement dans un e´tat de´grade´. Pour certaines carottes, la dessication a induit une
fissuration paralle`le au plan de de´poˆt. Les roches rec¸ues sont tre`s diverses, mais seules les
carottes provenant des puits LB, LW et LRS (table 4.1), moins de´grade´es visuellement,
sont retenues pour l’e´tude.
– Le second type de roche me`re provient du forage scientifique Skelbro-2 (abre´ge´ SK2) re´alise´
en 2010 au Danemark dans la couche stratigraphique Alum, qui est presque aﬄeurante car
le puits ne descend qu’a` 40 m. La roche est tre`s riche en matie`re organique (plus de 10%
de MO) et surmature, c’est a` dire que la matie`re organique a e´te´ trop chauffe´e au cours de
son histoire ge´ologique pour contenir encore un potentiel pe´trolier ou gazier. La roche est
macroscopiquement tre`s uniforme, sans he´te´roge´ne´ite´ visible a` cette e´chelle et laisse une
poudre noire au toucher.
– Deux carottes diffe´rentes de roches de couvertures ont e´te´ e´tudie´es. Leur provenance n’est
pas communique´e, et les noms banalise´s “cap1” et “cap2” seront utilise´s pour y re´fe´rer
dans la suite. Les carottes cap1 et cap2 sont issues respectivement de 452 et 419 m de
profondeur. La carotte cap1 a e´te´ se´lectionne´e car elle est tre`s carbonate´e, ce qui facilite
la pre´paration des e´chantillons. Elle pre´sente un aspect homoge`ne, non fissure´ macrosco-
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(a) roche me`re Wealden LB1 (b) roche me`re Posidonia LW2 (c) roche me`re Posidonia LW6
(d) roche me`re Alum SK2-K11 (e) roche de couverture cap1 (f) roche de couverture cap2
Fig. 4.1: Aspect macroscopique de quelques roches e´tudie´es.
piquement. Elle repre´sente une roche relativement perme´able pour une couverture (toutes
proportions garde´es). La carotte cap2 n’est pas indure´e (molle, se de´tache a` la main) et
constitue´e d’une argile traverse´e par des lentilles silteuses d’e´tendue centime´trique. Les
deux carottes ont e´te´ rec¸ues scelle´es, encore sature´es et dans un tre`s bon e´tat de conser-
vation.
Aspect microscopique La Fig. 4.2 montre des observations au microscope e´lectronique qui
ont e´te´ re´alise´es par Bertrand Van de Moorte`le et Gilles Dromart (ENS Lyon & Tharsis Energy).
Les e´chantillons ont e´te´ coupe´s et polis afin d’obtenir une surface relativement plane, puis
de´coupe´e par abrasion ionique (FIB). Les cliche´s sont d’une re´solution de l’ordre de la dizaine
de nanome`tres par pixel.
La roche de couverture cap1 est majoritairement constitue´e d’amas de nodules de carbonates,
qui apparaissent en gris clair. L’interpre´tation de cette image par leurs auteurs est que les nodules
de carbonates se sont progressivement de´veloppe´s au cours de la diage´ne`se de la roche et ont
repousse´ les particules argileuses (gris fonce´) a` leur pe´riphe´rie. La porosite´ connecte´e (noir) se
concentre a` la pe´riphe´rie des nodules carbonate´s et au sein de la phase argileuse. La taille des
amas de nodules de carbonates est de l’ordre de 1 a` 15 µm, celle des pores entre carbonates de
l’ordre de 0,1 a` 0,5 µm et les lisere´s argileux ont une e´paisseur de 0,5 a` 1,5 µm et une longueur
de 1 a` 5 µm.
La microstructure de la roche me`re SK2 de l’Alum est tre`s he´te´roge`ne. La matie`re organique
est pre´sente a` toutes les e´chelles et meˆle´e aux phases mine´rales. De nombreux silts de quartz
de 7 a` 10 µm, quelques silts d’anatase (TiO2) et des amas de pyrite frambo¨ıdale sont pris
dans une matrice constitue´e d’argiles et de matie`re organique. Un fait surprenant est qu’aucune
porosite´ n’est visible, meˆme dans la matie`re organique qui, tre`s mature, devrait pre´senter un
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(a) SK2 (Alum), re´solution 20 nm / pixel (b) cap1, re´solution 28,5 nm / pixel
Fig. 4.2: Images au microscope e´lectronique, re´alise´es par Bertrand Van de Moorte`le (ENS Lyon)
et Gilles Dromart (Tharsis Energy) apre`s pre´paration de surfaces par polissage et abrasion au
FIB.
re´seau poreux [68]. Une hypothe`se avance´e par les auteurs de cette image est que la roche ait e´te´
soumise a` une compaction tardive entraˆınant une de´formation ductile importante qui a referme´
la porosite´.
Composition La composition mine´rale et le contenu en matie`res organiques total des roches
me`res e´tudie´es sont pre´sente´s dans la table 4.2. Les roches comportent une majorite´ de mine´raux
argileux, comple´te´s d’inclusions silteuses de quartz ou de carbonates. La pyrite, associe´e a`
pre´sence de matie`re organique, est fre´quement retrouve´e et se pre´sente sous forme d’amas
de grains cubiques (pyrite “frambo¨ıdale”). L’hydratation de l’anhydrite en bassanite ou en
gypse induit un gonflement des cristaux qui peut d’eˆtre a` l’origine de la fissuration de cer-
tains e´chantillons. Des cristaux de gypse ont en effet e´te´ observe´s au microscope e´lectronique
sur des plans de fissuration naturels. Du fait de leur contenu e´leve´ en matie`re organique, les
roches e´tudie´es me´ritent bien l’appellation de roche me`re (d’hydrocarbures).
Pre´paration des e´chantillons La plupart des essais ne´cessite la confection d’e´chantillons
cylindriques. A` cet effet, les e´chantillons sont pre´leve´s par carottage dans les lots rec¸us puis
de´coupe´s a` la scie a` fil. Seule la roche cap2 ne suit pas ce protocole car elle n’est pas indure´e :
elle est pre´leve´e a` l’emporte-pie`ce et tronc¸onne´e au couteau. Ces proce´de´s permettent d’obtenir
une section bien cylindrique, dont le diame`tre d peut eˆtre mesure´ au pied a` coulisse avec une
pre´cision de ∆d = 0, 05 mm. Pour les mate´riaux indure´s, une de´coupe a` la scie a` fil a` sec permet
de tronc¸onner les cylindres a` la longueur de´sire´e. Cependant, malgre´ les pre´cautions prises,
les faces ne sont ge´ne´ralement pas rigoureusement perpendiculaires a` l’axe du cylindre. Les
faces n’ont pas e´te´ retravaille´es a` la rectifieuse afin de limiter l’endommagement de l’e´chantillon
induit par la pre´paration. Apre`s de´coupe, les faces pre´sentent une le´ge`re ondulation infe´rieure
au millime`tre, attribue´e aux aller-retours de la scie. Cette ondulation est ensuite atte´nue´e par un
polissage manuel au papier abrasif. La hauteur h de l’e´chantillon est prise comme la moyenne des
deux mesures au pied a` coulisse les plus extreˆmes, afin de tenir compte de la faible inclinaison
des faces par rapport a` la normale a` l’axe du cylindre. La pre´cision sur la hauteur est de l’ordre
de ∆h = 0, 1 mm. Le volume total V de l’e´chantillon en est de´duit par V = πhd2/4 avec une
incertitude relative ∆V/V = ∆h/h+ 2∆d/d.
Le processus de pre´paration est une source d’endommagement pour les e´chantillons. Par
4.1. Mate´riaux et dispositifs expe´rimentaux 93
phase mine´rale (% masse) LB1-18(1) LB1-26(2) LW2(2) LW6(1) LRS4(2) SK2-K13(1)
illite/smectite/muscovite 36,6 61,9 57,2 30,1 32,9 52,1
chlorite ((Fe,Mg,Al)6(Si,Al)4O10(OH)8) 3,2 7,9 5,3 2,5 - 4,2
kaolinite (Al2Si2O5(OH)4) 8,2 5,1 8,7 30,9 5,1 3,0
quartz (SiO2) 13,8 10,9 16,2 17,5 15,6 21,6
calcite (CaCO3) 1,0 0,9 1,7 2,3 32,1 -
dolomite (CaMg[CO3]2) - - 0,8 - 3,8 -
side´rite (FeCO3) - 1,9 - - - -
pyrite (FeS2 cubique) 2,9 3,8 2,8 6,0 6,1 8,6
marcasite (FeS2 orthorhombique) - - - - - 0,8
gypse (CaSO4-2H2O) 1,8 2,8 3,4 7,9 1,3 0,8
bassanite (CaSO4-0,5H2O) 1,4 - - 1,1 - -
anhydrite (CaSO4) - 1,3 - - - -
albite (NaAlSi3O8) - 1,7 1,7 - 1,6 -
K-feldspars (KAlSi3O8) - 1,5 1,4 - 0,8 7,8
anatase (TiO2) 0,6 - - 1,1 - 1,4
rutile (TiO2, >700˚ C) 0,6 0,4 0,2 0,5 0,2 0,7
apatite (Ca5[PO4]3(OH,Cl,F)) - - 0,8 - 0,6 -
amorphe et n.d. 29,9 - - - - -
matie`re organique 13,5 12,7 3,6 ? 8,8 12-13 (3)
Tab. 4.2: Compilations des compositions mine´ralogiques estime´es par diffraction aux rayons X
et des analyses RockEval re´alise´es par : (1) l’Institut des Sciences de la Terre a` l’Universite´ J.
Fourier (Grenoble) et (2) le RWTH de l’Universite´ de Aachen (LEK). (3) : rapports GASH et
Tharsis-Energy.
exemple, les mate´riaux les plus fissure´s se sont retrouve´s re´duits en copeaux a` l’issue du carot-
tage. Il est probable que la carottage ait induit ou amplifie´ une micro-fissuration de certains
e´chantillons.
4.1.2 E´tat sec, sature´ et partiellement sature´
Afin d’e´tudier l’impact de la saturation en eau sur les proprie´te´s de transfert et me´caniques
de la roche, diffe´rents e´tats de saturation sont obtenus par se´chage, immersion dans l’eau ou
e´quilibrage avec une atmosphe`re dont l’humidite´ relative est impose´e. Les masses des e´chantillons
sont suivies a` l’aide d’une balance avec une pre´cision ∆m = 0, 01 g.
E´tat sec Les e´chantillons sont place´s dans une enceinte climatique qui re´alise un se´chage par
e´tuve a` 60˚ C. L’humidite´ relative dans l’enceinte n’est pas rigoureusement nulle mais tre`s faible
(de l’ordre de 5%). La masse de l’e´chantillon se stabilise en deux a` quatre semaines. L’e´tat alors
obtenu est choisi comme e´tat sec de re´fe´rence. Une tempe´rature de se´chage supe´rieure (105˚ C)
permettrait une dessiccation plus comple`te de l’e´chantillon. Toutefois, elle s’accompagnerait pro-
bablement de micro-fissuration, entraˆınant une modification irre´versible des proprie´te´s e´tudie´es
par la suite.
E´tat sature´ Les e´chantillons sont place´s dans une enceinte herme´tique en contact avec de l’eau
de´mine´ralise´e. Le vide est maintenu dans la partie supe´rieure de l’enceinte par l’interme´diaire
d’une pompe. Apre`s 24h, la masse de l’e´chantillon est stable (ve´rifie´ par des mesures a` 48h et
72h). Cet e´tat est pris comme e´tat totalement sature´ de re´fe´rence.
E´tat partiellement sature´ Diffe´rents e´tats de saturation interme´diaires sont obtenus par
e´quilibrage avec une atmosphe`re dont l’humidite´ relative est controˆle´e.
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solution saline humidite´ relative pression capillaire (MPa) rayon cylindre (nm)
chlorure de Lithium 11 % 298,6 0,49
carbonate de Potassium 43 % 114,2 1,27
bromure de Sodium 59 % 71,39 2,04
chlorure de Sodium 73 % 42,58 3,42
chlorure de Potassium 85 % 21,99 6,62
nitrate de Potassium 92 % 11,28 12,9
sulfate de Potassium 98 % 2,733 53,3
- 99 % 1,360 107
eau pure 100 % 0 -
Tab. 4.3: Humidite´s relatives en e´quilibre avec des solutions salines dissolues a` saturation dans
l’eau pure. Pressions capillaires correspondantes selon la loi de Kelvin entre l’air et l’eau liquide.
Valeur du rayon d’un tube cylindrique pour ces pressions capillaires selon la loi de Laplace.
Toutes les valeurs sont donne´es a` une tempe´rature de 20˚ C.
A` cet effet, plusieurs enceintes herme´tiques sont pre´pare´es a` l’avance. Le fond de chacune
des enceintes est rempli d’une solution saline de nature diffe´rente, constitue´e d’eau pure dans
laquelle est dissout a` saturation un sel. A` une tempe´rature donne´e, l’air se charge partiellement
en vapeur d’eau, en e´quilibre thermodynamique avec la solution saline. Le rapport de la pression
partielle de vapeur d’eau qui re`gne dans l’enceinte divise´e par la pression de vapeur saturante est
appele´ humidite´ relative (HR) et est exprime´ en %. Les humidite´s relatives qui correspondent
aux solutions salines utilise´es sont indique´es dans la table 4.3 pour une tempe´rature de 20˚ C.
L’incertitude sur les humidite´s relative re´gnant dans les enceintes est de quelques pourcents.
Un e´chantillon est ensuite place´ dans l’enceinte, sans contact avec la solution saline. La sa-
turation en eau de l’e´chantillon e´volue jusqu’a` l’e´quilibre thermodynamique, selon une cine´tique
controˆle´e par la perme´abilite´ a` l’eau de l’e´chantillon et/ou la diffusion de la vapeur d’eau dans
l’air. Pour les tailles d’e´chantillons conside´re´es, l’e´quilibre est atteint en deux a` quatre semaines.
A` l’e´quilibre, l’e´galite´ des potentiels chimiques de la vapeur d’eau et de l’eau liquide (suppose´e
fluide mouillant) dans les pores de l’e´chantillon implique que la pression capillaire Pcap diminue
lorsque l’humidite´ relative augmente selon la loi de Kelvin
Pcap = Pg − Pl = −ρlRT
M
ln (HR), (4.1)
ou` Pg et Pl sont les pressions des phases gazeuse et liquide, ρl la masse volumique de l’eau liquide,
T la tempe´rature, R la constante des gaz parfaits et M la masse molaire de l’eau. Pour de l’eau
pure a` 20˚ C, les pressions capillaires sont reporte´es en fonction de quelques valeurs d’humidite´
relative dans la table 4.3.
Par ailleurs, la loi de Laplace relie la pression capillaire a` la courbure moyenne C de l’interface
entre la phase gazeuse et l’eau liquide
Pcap = Pg − Pl = γC, (4.2)
ou` γ est le coefficient de tension superficielle et la courbure moyenne de l’interface est C =
divs(n) ou` n est le vecteur normal unitaire a` la surface dirige´ du gaz vers le liquide et divs
l’ope´rateur divergence applique´ le long de l’interface. Dans l’hypothe`se d’un pore cylindrique de
rayon R, en supposant l’angle de contact entre l’eau et la phase solide nul, la courbure moyenne
vaut C = 2/R. Dans l’hypothe`se d’un pore plat compris entre deux plans espace´s de 2R, la
courbure moyenne est C = 1/R. Pour l’eau dont la taille des mole´cules est de l’ordre de 0,4
nm, la loi de Laplace n’a plus de sens pour des pores de moins de 2 nm car il devient difficile
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de diffe´rencier l’eau liquide libre, la phase vapeur, l’eau adsorbe´e et de parler d’un me´nisque
d’interface liquide-vapeur.
Sche´matiquement, pour les faibles humidite´s relatives, l’e´chantillon est faiblement sature´ car
seuls les plus petits pores ne sont pas vidange´s. Pour les fortes humidite´s relatives, seuls les plus
gros pores sont vidange´s et la saturation est plus e´leve´e.
Pour un e´chantillon donne´, il n’existe ge´ne´ralement pas de relation bi-univoque entre la
saturation et l’humidite´ relative : la saturation pre´sente un effet d’hyste´re´sis qui de´pend de l’his-
torique de chargement hydrique de l’e´chantillon. Ainsi, on distingue les isothermes de sorption
qui correspondent a` la relation entre saturation et humidite´ relative en partant d’un e´tat initial
comple`tement sec et les isothermes de de´sorption qui partent d’un e´tat initial comple`tement
sature´.
4.1.3 Confinement en cellule et dispositifs d’injection de gaz
Cellule de confinement Pour e´tudier l’effet de la contrainte hydrostatique sur les ca-
racte´ristiques du mate´riau, un e´chantillon cylindrique est introduit dans une cellule de confi-
nement (Fig. 4.3). Le diame`tre d’e´chantillon usuel est 37 mm et la hauteur est comprise entre 10
et 70 mm. Le confinement est assure´ par de l’huile hydraulique dont la pression est impose´e par
une pompe manuelle et controˆle´e par un capteur de pression. La pression maximale supportable
par la cellule utilise´e est 60 MPa = 600 bar. La pression de l’huile de confinement Pc est mesure´e
avec une pre´cision ∆Pc = 0, 5 bar. Les faces late´rales de l’e´chantillon sont prote´ge´es de l’huile
par une manchette en Vitton. Les faces supe´rieures et infe´rieures de l’e´chantillon sont chacune
relie´es a` un dispositif d’injection ou de drainage de fluide. Des diffuseurs permettent de re´partir
uniforme´ment le fluide sur ces deux faces. Dans ce travail, les fluides d’injection utilise´s sont soit
de l’Argon soit de l’eau.
Injection d’eau L’eau est injecte´e par l’interme´diaire d’une pompe automatique Gilson qui
permet de re´guler la pression d’injection et de mesurer le volume d’eau injecte´. L’eau est draine´e
a` pression atmosphe´rique.
Injection de gaz Suivant les expe´riences, le gaz Argon est injecte´ de deux fac¸ons.
Pour les mesures de perme´abilite´, le gaz est injecte´ sur la face aval par l’interme´diaire d’un
tableau de controˆle du gaz. Le tableau gaz comprend au minimum un re´servoir d’Argon a`
haute pression qui alimente un volume tampon via un de´tendeur. Un syste`me de vanne permet
soit d’injecter le gaz dans la cellule de confinement, soit de de´charger le volume tampon. Un
capteur de pression de pre´cision ∆Pi = 0, 02 bar controˆle la pression d’injection Pi du gaz. Les
pressions d’injection utilise´es dans cette e´tude sont 5, 10 et 15 bar (relativement a` la pression
atmosphe´rique) pour les mesures de perme´abilite´.
Pour les mesures de porosite´, le gaz est injecte´ sur les deux faces de l’e´chantillon a` partir
d’un petit volume tampon Vt d’environ 70 ml initialement en surpression, dont le volume est
pre´cise´ment e´talonne´. Un capteur de pression a` haute re´solution mesure la pression Pt dans le
volume tampon avec une pre´cision ∆Pt = 0, 001 bar.
Drainage du gaz Pour les mesures de perme´abilite´, la face aval de l’e´chantillon est en
ge´ne´ral draine´e a` pression atmosphe´rique (Pd = Patm). Pour les de´bits de drainage qd suffi-
samment e´leve´s, le de´bit de drainage du gaz est mesure´ par un de´bitme`tre. Toute une gamme de
de´bitme`tres est disponible, et le choix de la capacite´ maximale du de´bitme`tre doit eˆtre re´alise´ en
sachant qu’un de´bitme`tre est pre´cis pour des de´bits de 10% a` 100% de sa capacite´ maximale. Le
de´bitme`tre le plus fin, d’une capacite´ maximale de 1 ml/min, permet de mesurer des de´bits jus-
qu’a` 0,1 ml/min avec une re´solution ∆qd de 0,01 ml/min. Pour des de´bits de drainage infe´rieurs
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drainage fluide
(a) cellule de confinement (b) cellule de confinement
Fig. 4.3: Dispositifs expe´rimentaux (a) Sche´ma de la cellule de confinement. L’huile, en jaune,
permet d’imposer un confinement hydrostatique Pc sur l’e´chantillon. Le fluide, en bleu, est injecte´
a` la pression Pi et draine´ a` la pression Pd. (b) Cellule de confinement, tableau d’injection de gaz
et syste`me de mesure de la porosite´ au gaz avec petit volume tampon et capteur de pression fin
additionnels.
a` 0,1 ml/min, un dispositif base´ sur un capteur de pression avec une pre´cision ∆Pd = 0, 001 bar
est utilise´ (voir section 4.2.2).
4.1.4 Presse d’essais me´caniques et jauges de de´formation
Presse Une presse Zwick est utilise´e pour les essais de compression simple sur des e´chantillons
cylindriques. La presse permet d’imposer une force uniaxiale sur les faces supe´rieure et infe´rieure
de l’e´chantillon. Une rotule permet de corriger les de´fauts d’orientation des faces de l’e´chantillon
par rapport a` son axe. Comme les faces des e´chantillons n’ont pas e´te´ rectifie´es, la source d’incer-
titude principale est le de´faut de plane´ite´ des surfaces qui peut entraˆıner une inhomoge´ne´ite´ du
champ de contrainte dans l’e´chantillon lors de l’essai. La valeur de cette incertitude est difficile
a` estimer.
Jauges de de´formation Une jauge de de´formation est utilise´e pour mesurer localement la
de´formation de l’e´chantillon dans la direction de la jauge. Les jauges utilise´es ont une longueur
de 5 mm. La jauge doit eˆtre colle´e a` la surface de l’e´chantillon. Un polissage a` l’emplacement
de la jauge est re´alise´ au pre´alable pour limiter les erreurs lie´es a` la rugosite´ de la surface. Les
jauges utilise´es ont une pre´cision d’environ 10−5 sur la de´formation.
4.2 Me´thodes expe´rimentales
4.2.1 Caracte´risation du re´seau poreux
Mesures du volume poreux
La mesure de la porosite´ des mate´riaux a` grains fins ou argileux n’est pas triviale. Deux
me´thodes ont e´te´ utilise´es et compare´es au cours de ce travail.
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A` l’eau, sans pression de confinement La me´thode la plus classique est une me´thode
gravime´trique. Dans un premier temps, l’e´chantillon est sature´ en eau suivant le protocole de´crit
section 4.1.2. Apre`s stabilisation de la masse (≈24h), une pese´e permet de de´terminer la masse
msat de l’e´chantillon. Ensuite, l’e´chantillon est se´che´ plusieurs semaines dans une e´tuve a` 65˚ C
jusqu’a` stabilisation a` la masse msec. La masse d’eau dans un e´chantillon totalement sature´
est calcule´e comme la diffe´rence msat − msec. Le volume d’eau correspondant en est de´duit a`
partir de la masse volumique ρeau de l’eau pure a` 20˚ C. Par ailleurs, le volume total V de
l’e´chantillon est calcule´ a` partir des mesures de son diame`tre et de sa hauteur au pied a` coulisse.
Sous hypothe`ses que l’e´chantillon ait e´te´ entie`rement sature´ puis entie`rement se´che´ au cours du
processus, la porosite´ φ est calcule´e comme le ratio du volume d’eau sur le volume total par
φ =
msat −msec
V ρeau
.
L’incertitude relative sur la porosite´ lie´e aux pre´cisions ∆m sur les mesures de masse et ∆V sur
la mesure de volume s’en de´duit comme ∆φ/φ = 2∆m/(msat −msec) + ∆V/V .
Cependant, cette me´thode pre´sente un biais majeur : le protocole de saturation ne garantit
pas en pratique une saturation comple`te de l’e´chantillon pour les mate´riaux conside´re´s ici. Pour
quantifier ce biais, une seconde me´thode de mesure de la porosite´ est utilise´e.
A` l’argon, avec pression de confinement Au pre´alable, la hauteur et le diame`tre d’un
e´chantillon cylindrique sont mesure´s au pied a` coulisse et son volume total V avant essai de´duit.
L’e´chantillon est introduit dans une cellule de confinement. Les deux faces de l’e´chantillon
sont connecte´es a` un meˆme petit volume tampon dont le volume Vt est pre´cise´ment e´talonne´
(Fig. 4.4a). Deux vannes permettent d’isoler initialement l’e´chantillon du volume tampon. Un
capteur de pression a` haute re´solution permet de mesurer la pression dans le volume tampon.
Les volumes morts qui sont les conduits entre le volume tampon et l’e´chantillon et les diffuseurs
de gaz a` la surface de l’e´chantillon sont e´talonne´s au pre´alable en suivant la meˆme de´marche
que ci dessous mais en remplac¸ant l’e´chantillon par un cylindre non poreux en acier. Dans un
premier temps, le volume tampon est rempli d’Argon a` une pression Pt supe´rieure a` la pres-
sion atmosphe´rique tandis que l’e´chantillon est draine´ a` pression atmosphe´rique Pa. Dans un
second temps, les vannes sont ouvertes et le gaz du volume tampon investit l’espace poreux de
l’e´chantillon (volume φV ) et les volumes morts (volume Vm). Apre`s e´quilibrage de la pression
de gaz et de la tempe´rature, la pression finale Pf est releve´e. L’application la loi des gaz parfaits
en condition isotherme permet alors de de´duire la porosite´ par
PtVt + Pa(Vm + φV ) = Pf (Vt + Vm + φV ).
En pratique, le volume du tampon est de l’ordre de 70 ml, les volumes morts de l’ordre de 5 ml et
le volume total de l’e´chantillon de l’ordre de 10 ml. Le capteur de pression utilise´ a une pre´cision
de 0,001 bar et la pression initiale du volume tampon est 10 bars. L’incertitude absolue sur
la porosite´ associe´e a` la pre´cision du capteur de pression est alors de 0, 3% pour une porosite´
d’environ 15 %. De plus, l’incertitude absolue sur la porosite´ associe´e a` la pre´cision de la mesure
du volume total est de 0, 2% et celle a` la pre´cision sur le volume tampon de 0, 3%.
L’inte´reˆt de ce protocole re´side aussi dans le fait qu’il permet de jouer sur la pression de
confinement, ce qui est particulie`rement utile en cas d’une de´gradation des e´chantillons.
Isotherme de de´sorption
Le protocole de mesure de l’isotherme de de´sorption a` l’eau a` 20˚ C suit les e´tapes suivantes :
1. Saturation comple`te en eau par immersion et vide d’air pendant 24h. Pese´e de la masse
stabilise´e msat de l’e´chantillon sature´.
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Fig. 4.4: Me´thodes expe´rimentales en cellules de confinement (a) Mesure de porosite´ par volume
tampon e´quipe´ d’un capteur de pression. (b) Mesure de perme´abilite´ par de´bitme`tre en sortie.
(c) Mesure de tre`s faible perme´abilite´ par capteur de pression en sortie.
2. Saturation partielle par e´quilibre avec une humidite´ relative impose´e. Les enceintes ont
des humidite´s relatives impose´es de 11, 43, 59, 73, 85, 92, 98 ou 100%. Pese´e de la masse
stabilise´e mhr de l’e´chantillon partiellement sature´.
3. Se´chage a` 60˚ C en e´tuve. Pese´e de la masse msec apre`s stabilisation.
La tempe´rature des e´tapes 1 et 2 est de 20˚ C. Un isotherme de sorption est e´galement obtenu
pour chacun des 8 e´chantillons destine´s aux mesures de perme´abilite´s en reproduisant ces trois
e´tapes dans l’ordre inverse.
La saturation partielle en eau Sw de chaque e´chantillon pour une humidite´ relative HR
impose´e se de´duit comme
Sw =
mhr −msec
msat −msec .
L’incertitude sur Sw associe´e a` l’incertitude ∆m sur les masses mesure´es s’en de´duit comme
∆Sw = 2∆m/(msat − msec), si l’on admet que l’e´tape 1 assure bien la saturation totale de
l’e´chantillon.
Suivant la taille et la porosite´ des e´chantillons utilise´s, on estime que les incertitudes sur
la saturation sont de l’ordre de 0,5 a` 2 %, sous hypothe`ses que les e´tats de re´fe´rence sec et
totalement sature´ le soient effectivement.
4.2.2 Perme´abilite´s intrinse`que et relative au gaz
Pour les mesures de perme´abilite´, les e´chantillons sont ge´ne´ralement des cylindres de diame`tre
d = 37, 70 ± 0, 05 mm et hauteur h = 10, 0 ± 0, 5 mm. Trois parame`tres qui influent significa-
tivement la mesure de perme´abilite´ au gaz sont e´tudie´s : le degre´ de saturation, la pression de
confinement et la pression d’injection de gaz. En effet, la saturation partielle en eau re´duit la
fraction poreuse disponible a` l’e´coulement du gaz, la pression de confinement modifie la struc-
ture poreuse en particulier en cas d’endommagement et la pression d’injection de gaz modifie le
coefficient de glissement aux parois.
Mesure de perme´abilite´ au gaz Les roches e´tudie´es sont caracte´rise´es par une perme´abilite´
tre`s faible. Les gaz, dont la viscosite´ est plus faible que les liquides, permettent d’effectuer des
mesures dans un temps raisonnable. Par exemple, la viscosite´ de l’Argon est µ = 2, 2.10−5 Pa.s
et celle de l’eau 1.10−3 Pa.s.
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Pour une pression de confinement Pc fixe´e, les mesures de perme´abilite´ sont re´alise´es en
injectant de l’Argon a` la pression constante Pi sur la face amont de l’e´chantillon graˆce au
tableau de gaz. La face aval de l’e´chantillon est draine´e a` la pression constante Pd. En pratique,
toutes les mesures de cette e´tude sont re´alise´es avec la pression de drainage e´gale a` la pression
atmosphe´rique. Les pressions d’injections sont de l’ordre de 5 a` 25 bars relativement a` la pression
atmosphe´rique. Lorsque le re´gime stationnaire est atteint, le de´bit du gaz draine´ qd est mesure´
en sortie de cellule par deux me´thodes, suivant la gamme du de´bit.
La premie`re me´thode consiste a` mesurer directement le de´bit par un de´bitme`tre a` Argon (Fig.
4.4b). Cette premie`re me´thode est utilise´e tant que le de´bit est supe´rieur a` environ 0, 1 ml.min−1.
L’incertitude relative sur le de´bit est de 0, 1 a` 1 %.
Lorsque le de´bit est infe´rieur a` ce seuil, la re´solution des de´bitme`tres est insuffisante et
la perme´abilite´ est mesure´e par le dispositif pre´sente´ Fig. 4.4c. Une vanne permet de relier
momentane´ment la tige de drainage a` un capteur de pression fin de pre´cision 0, 001 bar. Lorsque
la vanne est active´e, le gaz draine´ est confine´ au petit volume mort Vd (environ 5 ml) constitue´
de la tige de drainage, du volume de la chambre du capteur de pression, du diffuseur de gaz
aval et des raccords. La pression de l’ensemble, initialement e´gale a` la pression atmosphe´rique,
augmente en fonction du de´bit de drainage. Le capteur de pression permet de suivre l’e´volution
temporelle de l’e´cart Pd(t) a` la pression atmosphe´rique. Le de´bit e´tant tre`s faible, cet e´cart reste
tre`s infe´rieur a` la pression atmosphe´rique pendant la mesure, de sorte que le de´bit de drainage
reste quasiment constant. Le de´bit de drainage s’obtient comme
qd =
Vd
Patm
∂Pd(t)
∂t
.
Dans la pratique, la me´thode par de´bitme`tre permet de mesurer des perme´abilite´s jusqu’a`
5.10−20 m2 ou 50 nD tandis que la me´thode par capteur de pression permet de mesurer des
perme´abilite´ en dessous de 10−23 m2 ou 0,01 nD.
Calcul de la perme´abilite´ effective Pour un gaz parfait, la combinaison de la conserva-
tion de la masse et de la loi de Darcy permettent d’e´crire l’e´quation de diffusivite´ dans un
milieu perme´able de porosite´ φ, perme´abilite´ K (m2) et un fluide de viscosite´ µ (Pa.s) pour un
e´coulement unidirectionnel dans la direction x [91] :
∂
∂t
(φp(x, t)) =
∂
∂x
(
p(x, t)
K
µ
∂p(x, t)
∂x
)
.
En re´gime permanent et pour une perme´abilite´ constante dans l’e´chantillon, la pression se
met sous la forme
p(x) =
√
P 2i − (P 2i − P 2d )
x
h
,
de sorte que le gradient de pression vaut (P 2d − P 2i )/(2ph). En utilisant la loi de Darcy et la
continuite´ du de´bit au niveau de la face de drainage de l’e´chantillon, la perme´abilite´ se de´duit
du de´bit de drainage comme
K =
2µhPd
A(P 2i − P 2d )
qd,
ou` A = πd2/4 est l’aire de la section de l’e´chantillon. L’incertitude relative de mesure de la
perme´abilite´ associe´e aux incertitudes de mesures sur h, d, Pi et qd est
∆K
K
=
∆h
h
+
2∆d
d
+
∆qd
qd
+
2Pi∆Pi
P 2i − P 2d
.
Les contributions des incertitudes sur la pression et le de´bit sont toutes deux infe´rieures a`
1%. Dans la gamme de pression de confinement utilise´e, les de´formations de l’e´chantillon sont
infe´rieures au millie`me et sont ne´gligeables. Les incertitudes sur les dimensions de l’e´chantillon
sont donc celles de´ja` discute´es sur les mesures au pied a` coulisse, et sont fixes.
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Effet Klinkenberg Cependant, pour un gaz s’e´coulant dans un milieu poreux sec, la
perme´abilite´ est sujette au glissement aux parois. Pour le mode`le de Klinkenberg, la perme´abilite´
effective en un point de´pend en fait de la pression en ce point x selon la loi
Keff(p(x)) = K int
(
1 +
β
p(x)
)
,
ou` K int est la perme´abilite´ intrinse`que et β, homoge`ne a` une pression, est le coefficient de
Klinkenberg. Remarquons qu’en posant p′(x) = p(x)+β et en supposant β constant, la pression
p′ ve´rifie alors l’e´quation de diffusivite´ portant sur la perme´abilite´ intrinse`que, c’est a` dire :
∂
∂t
(
φp′(x, t)
)
=
∂
∂x
(
p′(x, t)
K int
µ
∂p′(x, t)
∂x
)
.
En supposant la perme´abilite´ intrinse`que constante dans l’e´chantillon et le re´gime permanent
e´tabli, le raisonnement pre´ce´dent peut eˆtre applique´ a` p′. Au final, le gradient de la ve´ritable
pression p en sortie d’e´chantillon, e´gal au gradient de la pression p′, vaut (P ′2d −P ′2i )/(2P ′dh). Le
de´bit de drainage est relie´ a` la perme´abilite´ effective par la loi de Darcy, ce qui donne
qd =
AKeff(x = h)(P ′2d − P ′2i )
2µhP ′d
.
En utilisant la loi de Klinkenberg sur la face aval de l’e´chantillon, Keff(x = h)/P ′d est e´gal a`
K int/Pd. Finalement, la formule pour le calcul de la perme´abilite´ sans effet Klinkenberg peut
eˆtre utilise´e en toute rigueur pour calculer une perme´abilite´ effective moyenne sur l’e´chantillon,
de´finie comme
Keffm = K
int
(
1 +
β
Pm
)
avec Pm =
Pi + Pd
2
,
de sorte que tous calculs faits
Keffm =
2µhPd
A(P 2i − P 2d )
qd.
Ce re´sultat, remarquablement simple et pratique mais non e´vident a priori, tient a` la forme
particulie`re de la de´pendance de la perme´abilite´ effective en la pression. Le trace´ de perme´abilite´
effective moyenne en fonction de l’inverse de la pression moyenne Pm = (Pi + Pd)/2 permet de
calculer la valeur de la perme´abilite´ intrinse`que K int et du coefficient de Klinkenberg β. Un
coefficient de Klinkenberg e´leve´ est indicatif d’un e´coulement a` travers des pores de petite taille.
Autre forme de glissement aux parois La loi de Klinkenberg n’est qu’une forme parti-
culie`re de de´pendance de la perme´abilite´ effective au glissement aux parois. Au chapitre 3, le
mode`le de cellule perme´able e´quivalente sphe´rique a permis de proposer en (3.31) une autre
forme de de´pendance de la perme´abilite´ au glissement :
K(ζ) = K(0)
(
1 +
b ζr0
1 + a ζr0
)
(4.3)
ou` le coefficient de glissement ζ(p0), environ e´gal au libre parcours moyen d’une mole´cule de
gaz, est proportionnel a` l’inverse de la pression p0 du gaz et r0 = Rext − R = R(1−X)/X. En
inte´grant cette forme dans l’e´quation de diffusivite´, lors d’un essai de perme´abilite´ uniaxial avec
pression d’injection Pi et pression de drainage Pd, la perme´abilite´ effective mesure´e est
Keff = K int
(
1 + bη
[
1 +
a
p˜i − p˜d ln
(
1 +
p˜d − p˜i
aη + p˜i
)
η
])
(4.4)
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avec η repre´sentant l’ordre de grandeur du nombre de Knudsen pour l’e´chantillon,
Pm = (Pi + Pd)/2 ; p˜i = Pi/Pm ; p˜d = Pd/Pm
η =
ζ(p0)
r0
p0
Pm
=
π
4
µvmol
r0Pm
2− ϑ
ϑ
avec vmol =
√
8RT
πM
(4.5)
en utilisant (1.93). Pour l’Argon a` 25˚ C, l’application nume´rique donne η ≈ 8.10−3Pa.m/(r0Pm).
Remarquons que dans la limite des faibles porosite´s de la cellule perme´able e´quivalente
sphe´rique (i.e. lorsque X tend vers 1) am de´fini par (3.32) tend vers 0. La perme´abilite´ effective
Keffm suit alors une forme de Klinkenberg. Ce re´sultat est attendu car l’e´coulement dans le
proble`me auxiliaire est alors tre`s proche d’un e´coulement de Poiseuille, le long de la surface
du grain sphe´rique de rayon R. Plus pre´cise´ment, lorsque Rext tend vers R, en posant r0 =
Rext −R = R(1−X)/X on trouve
Keffm =
2h3
3R
(1 + 3η) avec η =
ζ(p0)p0
r0Pm
. (4.6)
Ordre de grandeur : Pour un essai a` l’Argon avec un drainage a` pression atmosphe´rique et une
pression d’injection relative de 10 bars, η = 1 correspond a` un “rayon de pore” r0 = 13 nm.
Les e´chantillons ont tout d’abord e´te´ se´che´s pour re´aliser une mesure de re´fe´rence de la
perme´abilite´ au gaz. Ensuite, tous les 8 e´chantillons sont partiellement sature´s par e´quilibre
avec des humidite´s relatives impose´es de 43, puis 59, 73, 85, 92 et 98 %.
Perme´abilite´ relative au gaz La mesure de perme´abilite´ relative au gaz suit la proce´dure
adopte´e dans Chen et al. [23]. Il s’agit de comparer la perme´abilite´ effective au gaz d’un
e´chantillon partiellement sature´ en eau a` sa perme´abilite´ a` l’e´tat sec. Pour obtenir une saturation
partielle, un e´chantillon est place´ dans une enceinte dont l’humidite´ relative est impose´e par une
solution saline. A` chaque palier de saturation partielle, une se´rie de mesures de perme´abilite´ au
gaz est re´alise´. La se´rie de mesures de perme´abilite´ au gaz comprend la mesure de la perme´abilite´
effective au gaz pour plusieurs paliers de pression de confinement (Pc) et de pression d’injection
(Pi) de gaz. Le cycle de pression de confinement et les pressions d’injection de gaz a` chaque
palier de confinement sont pre´sente´s ci dessous :
Pc (MPa) 2 4 6 8 9 6 4 2
Pi (MPa) 0,5 0,5
1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0
1,5 1,5
Les e´chantillons de la roche cap1 teste´s proviennent en effet d’une profondeur d’environ 450
me`tres. La pression de confinement de 9 MPa est suppose´e proche des contraintes in-situ. Le cycle
de mesures propose´ permet de suivre l’e´volution de la perme´abilite´ en fonction du confinement
et de l’humidite´ relative tout en mesurant l’effet de glissement aux parois.
Dure´e des mesures L’adimensionalisation de l’e´quation de diffusivite´ permet de de´gager un
temps caracte´ristique T = h2φµ/KPi. Les e´chantillons teste´s ont une hauteur h = 10 mm.
Dans les pre´sentes conditions, avec K exprime´ en m2, le temps caracte´ristique en secondes
est T ≈ 10−16/K pour Pi = 15 bar soit environ une demi-heure pour une perme´abilite´ de
10−20m2 = 10 nD. En pratique, on observe en fait une stabilisation du de´bit bien avant ce
temps caracte´ristique. Pour fixer les ide´es, une se´rie de mesures pour un e´chantillon de roche
cap1 a` un degre´ de saturation partielle fixe´ prend une demi journe´e, sans compter le temps de
mise en place. L’ensemble des mesures de perme´abilite´ relative pre´sente´es dans ce rapport a
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ne´cessite´ 8 semaines comple`tes de mesures, sans compter le temps de stabilisation entre chaque
palier d’humidite´ relative (environ 1 mois). Au total, une dure´e d’un an a e´te´ ne´cessaire pour
l’ensemble des mesures de perme´abilite´ relative sur la roche cap1.
4.2.3 Pression de perce´e
Un e´chantillon totalement sature´ en eau, place´ dans une cellule de confinement, est connecte´
a` un dispositif d’injection de gaz sur sa face amont. La pression du gaz est progressivement
augmente´e, tandis que la face aval est en contact avec de l’eau a` une pression fixe´e. On se
base sur les de´finitions de la pression d’entre´e (“entry pressure”) et de la pression de perce´e
(“threshold pressure”) propose´es par Dewhurst et al. [30] :
– la pression d’entre´e est la diffe´rence entre la pression de gaz amont et la pression d’eau
aval pour laquelle le gaz commence a` pe´ne´trer dans les pores de l’e´chantillon,
– la pression de perce´e est la diffe´rence entre la pression de gaz amont et la pression d’eau
aval pour laquelle il existe un chemin continu a` travers l’e´chantillon qui permet le passage
du gaz jusqu’a` la face aval de l’e´chantillon.
La pression de perce´e est une grandeur particulie`rement importante pour les roches de couver-
tures utilise´es dans les stockages ge´ologiques de gaz naturel puisqu’elle conditionne la pression
maximale admissible pour le gaz au sein d’un stockage.
Les mesures sont re´alise´es sous une pression de confinement suppose´e repre´sentative du
confinement in-situ de l’e´chantillon d’apre`s sa profondeur. L’e´chantillon est initialement sature´
par immersion dans l’eau pure dans une enceinte dont l’air est pompe´ a` vide pendant 24h. En
cellule de confinement, l’e´chantillon est de plus sature´ par injection d’eau a` l’aide d’une pompe
Gilson avec pression impose´e sur la face amont. Lorsque le de´bit d’injection d’eau est stabilise´,
l’e´chantillon est conside´re´ sature´ et la perme´abilite´ a` l’eau calcule´e. Ensuite, l’injection d’eau est
remplace´e par un dispositif d’injection de gaz Argon. La face aval est a` pression atmosphe´rique
et directement connecte´e a` un capteur de pression fin comme pour les mesures de tre`s faibles
perme´abilite´s. La pression d’injection de gaz est augmente´e par paliers de 24h (typiquement de 2
bar). Lorsque le capteur de pression de´tecte une augmentation de pression dans la chambre aval,
celle ci est ouverte vers un de´tecteur d’Argon. Si de l’Argon est de´tecte´, le gaz a effectivement
perce´. Sinon, l’augmentation de pression est attribue´e au de´placement d’eau sous l’effet de la
pousse´e du gaz en amont et l’expe´rience est poursuivie, c’est a` dire que l’on se situe entre la
pression d’entre´e et la pression de perce´e.
4.2.4 E´lasticite´ : effet de la saturation
Il a e´te´ observe´ que l’augmentation de la saturation en eau diminue les modules e´lastiques
d’une argilite [22]. Une e´tude est mene´e pour de´terminer si cet effet est pre´sent pour nos
mate´riaux.
Six e´chantillons de roche de couverture cap1 de diame`tre 20 mm et hauteur 40 mm ont e´te´
pre´pare´s et instrumente´s avec deux jauges de de´formation longitudinales, c’est a` dire dans l’axe
de l’e´chantillon. A` l’aide d’une presse, un essai de compression simple est re´alise´ pour mesurer
le module de Young. Comme pour les mesures de perme´abilite´ relative, chaque e´chantillon est
se´che´ puis soumis a` plusieurs paliers d’humidite´ relative pour obtenir des saturations partielles
en eau croissantes. Une mesure est effectue´e a` chaque e´tat de saturation de l’e´chantillon.
4.2.5 Poro-me´canique
Un e´chantillon cylindrique de diame`tre 37 mm et hauteur entre 45 et 70 mm est se´che´ puis
instrumente´ avec deux jauges de de´formation longitudinales (suivant l’axe du cylindre) et deux
jauges transversales (perpendiculaires aux pre´ce´dantes). L’e´chantillon est place´ dans une cellule
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de confinement. Un dispositif permet d’injecter du gaz sur les deux faces de l’e´chantillon a` une
pression controˆle´e. L’e´chantillon est soumis a` un cycle de pression de confinement et de pression
d’injection de gaz au cours duquel les de´formations des jauges sont enregistre´es. Les sollicitations
sont de type draine´es, c’est a` dire que la pression de pore est pilote´e. Les mesures peuvent aussi
eˆtre conduites sur un e´chantillon partiellement sature´ car sous re´serve que l’humidite´ relative
dans le re´seau poreux ne varie pas au cours de l’essai, la loi de Kelvin impose que les variations
de pression dans les phases gazeuse et liquide sont identiques.
L’objectif de l’essai porome´canique est de mesurer le coefficient de Biot. A` partir d’une
pression de confinement Pc fixe´e, un incre´ment ∆Pc = −∆P < 0 de de´charge de pression
de confinement est applique´ alors que l’e´chantillon est draine´ a` la pression atmosphe´rique. La
de´formation volumique correspondante est note´e ∆εcv. Le confinement est ensuite re´tabli a` la
pression Pc. Un incre´ment ∆Pi = ∆P de pression d’injection est applique´ tandis que la pression
de confinement est maintenue a` la valeur Pc. La de´formation volumique correspondante est note´e
∆εiv. Cette de´formation n’est pas imme´diate car la pression au sein du re´seau poreux se stabilise
a` la pression d’injection avec une cine´tique controˆle´e par la perme´abilite´ au gaz, qui est ici tre`s
faible.
Le coefficient de Biot est de´duit comme b = ∆εiv/∆ε
c
v . De plus, la de´charge de confinement
permet de calculer le module de compression e´lastique Kb = ∆P/∆εcv.
En pratique, les incertitudes sont e´leve´es car les sources d’incertitudes nombreuses, ce qui
rend l’essai extreˆmement de´licat. D’une part, la pression de confinement est mesure´e avec une
pre´cision de l’ordre du bar. D’autre part, la stabilisation de la pression au sein du re´seau poreux
est difficile a` estimer pour les faibles perme´abilite´s. Enfin, les jauges de de´formations donnent une
mesure parasite´e et on observe parfois une de´viation a` long terme du signal d’origine inconnue,
ce qui entre en conflit avec les temps de stabilisation de la pression qui sont longs. Ces difficulte´s
sont aussi rencontre´es et parfois exacerbe´es pour des essais porome´caniques a` l’eau.
4.3 Re´sultats
4.3.1 Caracte´risation du re´seau poreux
Mesures du volume poreux
Les mesures de porosite´ a` l’eau et au gaz sont consigne´es dans la table D.1. Pour tous les
e´chantillons dont la porosite´ a e´te´ mesure´ au gaz et a` l’eau, on observe syste´matiquement que la
mesure de porosite´ au gaz est nettement supe´rieure a` celle a` l’eau (de 2 a` 10 points de porosite´
suivant les mate´riaux). Les pressions de gaz utilise´es pour les mesures, comprises entre 0,3 et 1
MPa, ne peuvent eˆtre invoque´es pour expliquer de telles disparite´s par un effet de gonflement
poro-me´canique des pores car elles sont 3 a` 4 ordres de grandeurs plus faibles que les modules
e´lastiques. Sous hypothe`se que tout le re´seau poreux est envahi par l’eau par le protocole de
saturation, l’incertitude absolue ∆φ sur les mesures de porosite´ a` l’eau est de l’ordre de 0, 4%.
Pour expliquer ces diffe´rences, une hypothe`se est que la proce´dure de saturation en eau
n’assure pas une saturation totale de l’e´chantillon. Des poches de gaz peuvent en effet eˆtre
emprisonne´es par des effets capillaires. Cette hypothe`se semble conforte´e par d’autres expe´riences
qui ont e´te´ re´alise´es au laboratoire sur l’argilite de Bure dans le cadre de la the`se de Song [92].
Pour comprendre les importantes diffe´rences entre les mesures de porosite´ a` l’eau et au gaz,
[92] a en effet propose´ une me´thode alternative de saturation en eau. Dans cette me´thode,
l’e´chantillon pre´alablement sature´ par la me´thode classique d’immersion et vide d’air est place´
dans une cellule de confinement, puis de l’eau sous pression est injecte´e sur une face jusqu’a`
stabilisation du de´bit. Par ce forc¸age de l’eau dans l’e´chantillon, la diffe´rence entre les mesures
de porosite´ a` l’eau et au gaz est partiellement recouverte. Dans l’ide´al, il faudrait pouvoir faire
ce test sur une longue dure´e.
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A` propos de l’homoge´ne´ite´ des mate´riaux, on observe pour la carotte de roches de couverture
cap1 que plus les e´chantillons sont pre´leve´s haut dans la carotte, plus leur porosite´ est e´leve´e,
signe d’un effet de la stratification a` l’e´chelle de quelques centime`tres.
D’autre part, pour le mate´riau cap1 a` l’e´tat sec, un confinement de 2, 9 puis 2 MPa referme
le´ge`rement la porosite´, mais de fac¸on quasi-re´versible. Ce re´sultat laisse a` supposer que les
de´formations sont principalement e´lastiques dans la gamme de pression de confinement explore´e.
On rappelle que pour cette carotte pre´leve´e a` 450 m de profondeur, un confinement de 9 MPa
est suppose´ repre´sentatif de la pression hydrostatique in-situ.
En revanche, les re´sultats de mesure de porosite´ au gaz sous divers confinements Fig. 4.8
montrent qu’une perte irre´versible de porosite´ (et de perme´abilite´) est obtenue pour des confi-
nements plus e´leve´s, associe´e a` un me´canisme de plasticite´.
Isothermes de sorption et de´sorption
Les isotherme de de´sorption a` l’eau a` 20˚ C sont pre´sente´s Fig. 4.5 pour les carottes de roches
me`res LW2, LW6, LRS4, SK2-K5 et SK2-K11 et la partie haute de la carotte de roche de
couverture cap1. L’e´tat sature´ de re´fe´rence est celui obtenu par immersion partielle dans l’eau
et vide d’air, bien que d’apre`s la section pre´ce´dente il ne corresponde pas ne´cessairement a` une
saturation totale en eau. Pour les isothermes de de´sorption, chaque e´chantillon ne suit qu’un
palier d’humidite´ relative en plus des e´tats sec et sature´. Une courbe d’isotherme de de´sorption
est ainsi construite a` partir de plusieurs e´chantillons, ce qui peut introduire un biais lorsque le
mate´riau n’est pas homoge`ne. Cependant, les mesures sont beaucoup plus rapides que si chaque
e´chantillon devait suivre tous les paliers d’humidite´ relative puisque l’e´quilibrage prend plusieurs
semaines. Au contraire, un isotherme de sorption a` partir de l’e´tat sec est pre´sente´ pour chaque
e´chantillon (cap1-MIL-XX) du milieu de la carotte de roche de couverture cap1. Ces e´chantillons
ont en effet aussi e´te´ utilise´s pour des mesures de perme´abilite´ relative a` chaque palier. Pour
comparaison est trace´ un isotherme de de´sorption de l’argilite de Bure obtenu par ailleurs au
laboratoire.
Pour la roche de couverture cap1, la diffe´rence entre la de´sorption et la sorption est relati-
vement faible. En sorption, l’e´quilibre aux humidite´s relatives HR = 98 ou 100 % conduit a` une
saturation de l’ordre de 70± 5% pour la roche cap1. Pour certains e´chantillons, la saturation en
eau est plus e´leve´e pour HR=98% que pour HR=100% : cette inversion est probablement un
arte´fact lie´ a` la difficulte´ d’imposer pre´cise´ment une humidite´ relative proche de HR=100%. Il
subsiste donc environ 30 % de porosite´ qui n’est pas sature´e par une humidite´ relative proche
de 100 %. De meˆme en de´sorption pour les roches cap1, LW2 et LW6, la saturation chute bru-
talement a` 70 % de`s HR = 98 ou 100%. Au contraire, la saturation est tre`s e´leve´e (95 %) a`
HR = 98 ou 100% pour l’argilite de Bure, les roches me`res de l’Alum SK2-K11 et de grande
profondeur LRS4. Pour la roche de couverture cap1, la de´saturation arrive pour des humidite´s
relatives (et donc des pressions capillaires) plus e´leve´es que pour l’argilite de Bure et les roches
LRS4, SK2-K5 et SK2-K11, avec une saturation chutant de 70 a` 30 % pour HR de 98 a` 85 %.
Dans l’hypothe`se d’une distribution ordonne´e de pores plats, les isothermes de de´sorption
sont traduits en terme de rayon d’acce`s aux pores par la loi de Kelvin-Laplace. Sous cette
hypothe`se, la roche cap1 posse`de 30 % de pores de rayon d’acce`s supe´rieur a` 25 nm, 30 %
entre 5 et 25 nm et 40 % en dessous de 5 nm. Au regard des images obtenues par microscopie
e´lectronique Fig. 4.2, la fraction la plus grossie`re de la porosite´ de la roche cap1 est attribue´e a`
l’espace entre les grains de carbonates (environ un tiers). La fraction la plus fine est attribue´e
a` la porosite´ interne aux poches d’argiles (environ deux tiers). A` titre de comparaison, dans le
meˆme cadre d’hypothe`se, 80 % des pores de l’argilite de Bure et 90 % des pores de la roche
me`re SK2-K11 ont un rayon d’acce`s en dessous de 5 nm. Enfin, les roches me`res SK2 de l’Alum
se distinguent par une forme sigmo¨ıde de la courbe de pression capillaire associe´e a` un pic de
distribution de tailles de pores : sous les hypothe`ses conside´re´es, 70 % des pores auraient un
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Fig. 4.5: Isothermes de de´sorption (sauf mention sorption) a` 20˚ C.
rayon d’acce`s compris entre 1 et 4 nm. Les images obtenues au microscope e´lectronique viennent
renforcer cette interpre´tation puisqu’aucune porosite´ n’est visible avec une re´solution de 10
nm/pixel : tous les espaces sont occupe´s par le ke´roge`ne dans cette roche tre`s riche en matie`re
organique. Un tel arrangement compact est attribue´ a` une compaction diage´ne´tique de la roche
me`re.
4.3.2 Perme´abilite´s effective, intrinse`que et relative au gaz
Trois parame`tres essentiels influent sur les mesures de perme´abilite´ au gaz : la pression de
confinement applique´e a` l’e´chantillon, la pression du gaz qui influe sur le glissement aux parois
et la saturation de l’e´chantillon.
Lorsque l’e´chantillon est sec, on utilise la terminologie perme´abilite´ effective (ou apparente)
Keff pour la perme´abilite´ mesure´e a` une pression de gaz et perme´abilite´ intrinse`que K int l’ex-
trapolation a` une pression de gaz infinie des mesures de Keff pour diffe´rentes pression de gaz.
La perme´abilite´ intrinse`que correspond a` un e´coulement pour lequel le glissement aux parois est
ne´gligeable et, sauf cas particuliers, ne de´pend pas du fluide qui s’e´coule.
Lorsque l’e´chantillon est partiellement sature´ en eau, la perme´abilite´ mesure´e au gaz est
normalise´e par la perme´abilite´ a` sec : le ratio correspond a` la perme´abilite´ relative (au gaz).
En pre´sence d’eau, l’extrapolation des mesures de perme´abilite´ effective au gaz a` des pressions
infinies n’a pas de sens puisque la pression de gaz influe sur la position de l’eau via les effets
capillaires. La perme´abilite´ relative correspond donc au ratio de deux perme´abilite´s effectives
mesure´es a` la meˆme pression de gaz.
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Fig. 4.6: Transposition des isothermes de de´sorption Fig. 4.5 en (a) courbe de pression capillaire
par la loi de Kelvin (4.1) (b) fraction de pores plans avec un demi-espacement R entre leurs
parois calcule´ par la loi de Laplace (4.2) vidange´s pour une ide´alisation plane et organise´e des
pores. Distribution de tailles de pores pour la loi log-uniforme f(R) = ln(R/R1)/ ln(R2/R1)
ajuste´e sur cap1 avec R1 = 0, 232 nm et R2 = 263 nm.
Effet du confinement
Perme´abilite´ effective D’une manie`re ge´ne´rale, les perme´abilite´s mesure´es sont extreˆmement
sensibles a` la pression de confinement applique´e a` l’e´chantillon. L’hypothe`se que nous cherchons
a` confirmer pour expliquer cette sensibilite´ est la pre´sence d’une micro-fissuration des mate´riaux
e´tudie´s. Pour chaque mesure de perme´abilite´, il convient donc de pre´ciser syste´matiquement la
valeur du confinement.
Les mesures de perme´abilite´ effective au gaz a` l’e´tat sec des roches me`res sont pre´sente´es
Fig. D.1 celles de la roche de couverture cap1 table D.2 pour diffe´rentes pression de confine-
ment. La diversite´ des e´chantillons e´tudie´s est particulie`rement e´vidente d’apre`s les mesures de
perme´abilite´ qui sont comprises entre 10−15 et 10−21 m2. De plus, de nombreux e´chantillons
de roches me`res parmis les forages LRS et SK2 ont une perme´abilite´ non mesurable car trop
faible, et ce malgre´ la mise en place de moyens de de´tection permettant en the´orie de mesurer
des perme´abilite´s de l’ordre de 10−24 m2.
Dans la gamme de confinement explore´e, la perme´abilite´ des roches me`res est tre`s sensible a`
la pression de confinement. La Fig. 4.7 pre´sente les mesures de perme´abilite´ effective normalise´es
par la perme´abilite´ a` faible confinement. Suivant l’origine des e´chantillons, trois grandes classes
de comportement se de´gagent. Les roches LW2 et LW6 pre´sentent une sensibilite´ mode´re´e,
la perme´abilite´ a` Pc = 40 MPa est comprise entre 20 et 30 % de la perme´abilite´ a` Pc = 2
MPa. Pour la roche LB1, plus sensible, ce ratio est compris entre 3,5 et 7 %. Enfin, tous les
e´chantillons de roches me`res de l’Alum pour lesquels la perme´abilite´ est mesurable pre´sentent
une sensibilite´ extreˆme avec une chute rapide de la perme´abilite´ de plusieurs ordres de grandeur
lors de l’augmentation du confinement, parfois meˆme en dessous du seuil de de´tection. Une
telle sensibilite´ est caracte´ristique d’un e´coulement controˆle´ par la fissuration du mate´riau. De
meˆme, la sensibilite´ de la roche LB1, plus grande que celle des roches LW2 et LW6, est cohe´rente
avec les observations de micro-fissures dans la roche LB1, tandis que les roches LW2 et LW6
semblaient plus saines. Par ailleurs, les niveaux de confinement applique´s ont manifestement
entraine´ l’enclenchement de me´canismes non re´versibles puisque, a` un meˆme faible niveau de
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confinement, la perme´abilite´ apre`s cycle de confinement est comprise entre 10 et 50 % de la
valeur avant cycle.
Pour la roche de couverture cap1, lors d’une monte´e mode´re´e du confinement de 2 MPa a`
9 MPa, la perme´abilite´ effective de la plupart des e´chantillons ne diminue que de 10% (ce qui
est aussi valable pour les roches me`res LW2 et LW6). Lors de la de´charge de 9 MPa a` 2 MPa,
l’e´cart entre la perme´abilite´ a` 2 MPa avant cycle n’est que de 5%. Vu la sensibilite´ usuelle de
la perme´abilite´ a` toute modification de l’espace poreux, cette faible variation permet d’affirmer
que pour la roche cap 1 les de´formations sont essentiellement e´lastique dans cette gamme de
confinement.
Cette observation est aussi valable en pre´sence d’eau pour la plupart des e´chantillons de
roche cap1 e´tudie´s, aux diffe´rentes saturations jusqu’a` la saturation correspondant a` HR = 92
%. Toutefois, pour la saturation correspondant a` HR = 98 %, l’irre´versibilite´ lors du cycle de
charge-de´charge devient plus importante. La perme´abilite´ a` 9 MPa de confinement est 3 a` 4 fois
moindre que la perme´abilite´ a` 2 MPa de confinement en de´but de cycle. La perme´abilite´ a` 2 MPa
de confinement en fin de cycle est 2 a` 3 fois infe´rieure a` celle du de´but de cycle de confinement.
Deux hypothe`ses peuvent eˆtre avance´es : soit la diminution de porosite´ duˆe au confinement
conduit a` une re´organisation de l’eau dans l’espace poreux ; soit le cycle de saturation de l’e´tat
sec jusqu’a` HR = 98 % a entraˆıne´ une microfissuration des e´chantillons. Pour e´tayer cette
dernie`re hypothe`se, un se´chage de certains de ces e´chantillons a e´te´ re´alise´ afin d’observer l’effet
du confinement sur la perme´abilite´ a` sec apre`s un cycle de saturation-de´saturation (voir section
4.3.2).
Deux e´chantillons de roche cap1 (sur huit) font l’exception par rapport aux observations
pre´ce´dentes. L’ e´chantillon cap1-MIL-20 pre´sente une perme´abilite´ a` sec 5 a` 10 fois supe´rieure
aux autres et une forte sensibilite´ au confinement (ratio de perme´abilite´ a` sec de 3 pour 1 entre 2
MPa et 9 MPa de confinement). Cet e´chantillon, pris le plus haut dans la carotte et plus proche
de l’extre´mite´ de la carotte rec¸ue que les autres, pre´sente certainement une micro-fissuration qui
s’est de´veloppe´e au cours du chargement hydrique. L’e´chantillon cap1-MIL-21 pre´sente aussi un
comportement interme´diaire entre ces deux cas. De fait, il a aussi e´te´ pris dans la carotte rec¸ue
a` une hauteur interme´diaire entre cap1-MIL-20 et les six autres e´chantillons.
Perme´abilite´, porosite´ et confinement La Fig. 4.8 montre le re´sultat de mesures combine´es
de perme´abilite´ et de porosite´ au gaz avec variation du niveau de confinement. A` titre de
comparaison, un essai similaire conduit sur une craie de Haubourdin (voir [74]) est aussi pre´sente´.
La chute de perme´abilite´ est associe´e a` une diminution de volume poreux.
La mesure du volume poreux donne acce`s a` la porosite´ lagrangienne Φ = V actuelpore /V
ini
tot . Pour
mesurer la porosite´ eule´rienne φ = V actuelpore /V
actuel
tot , il faudrait aussi suivre la de´formation vo-
lumique totale de l’e´chantillon. En l’absence de telles mesures, sous hypothe`se que toute la
de´formation volumique est duˆe a` une variation du volume poreux (soit un coefficient de Biot e´gal
a` 1 dans la phase e´lastique), la porosite´ lagrangienne Φ peut eˆtre relie´e a` la porosite´ eule´rienne
φ par φ = Φ/(1 + Φ− Φ0) ou` Φ0 = φ0 est la porosite´ dans l’e´tat de re´fe´rence.
Sous cette hypothe`se, la Fig. 4.8 illustre l’existence d’une corre´lation entre la perme´abilite´ et
la porosite´ (eule´rienne) propre a` chaque mate´riau. La craie Haubourdin, constitue´e de de´bris de
squelettes carbonate´s de micro-organismes appele´s coccolithes, est un bon exemple de mate´riau
granulaire dont les grains sont re´guliers et tous de tailles similaires. Les observations au micro-
scope e´lectronique pre´sente´es dans [74] montrent que le diame`tre des grains est de l’ordre de
1µm. Le mode`le de cellule perme´able e´quivalente sphe´rique (3.28) avec des sphe`res de taille mo-
nodisperse semble donc approprie´ pour mode´liser la perme´abilite´ de la craie Haubourdin. L’ajus-
tement de ce mode`le sur les re´sultats expe´rimentaux Fig. 4.8 conduit a` choisir un rayon de grains
solides de R = 0, 6µm, ce qui est en excellent accord avec les observations expe´rimentales. La
corre´lation expe´rimentale perme´abilite´/porosite´ est par ailleurs bien reproduite par le mode`le.
108 Caracte´risation expe´rimentale de roches argileuses
0.001
0.01
0.1
1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
K
(P
c)
/K
(P
c=
2M
P
a)
Pression de confinement (MPa)
LW2-11
LW2-12
LW2-13
LW6-11
LW6-21
LW6-P1
LB1-18-11
LB1-18-12
LB1-26-11
SK2-K3
SK2-K4
SK2-K7 56
SK2-K7 37
SK2-K13
Fig. 4.7: Perme´abilite´ au gaz a` sec : effet du confinement.
1e-17
1e-16
1e-15
0 10 20 30 40 50 60
0
10
20
30
40
p
er
m
e´a
b
il
it
e´
K
(m
2
)
Φ
=
V
p
or
e/
V
in
i
to
t
pression de confinement (MPa)
K LW6-21
Φ LW6-21
K LW6-P1
Φ LW6-P1
K craie
Φ craie
(a) effet du confinement
1e-18
1e-17
1e-16
1e-15
10 15 20 25 30 35 40 45
p
er
m
e´a
b
il
it
e´
K
(m
2
)
porosite´ φ (%)
shale LW6-21
shale LW6-P1
cap1-MIL
craie Haubourdin
Km e´q. (3.28) (craie)
(b) corre´lations porosite´/perme´abilite´
Fig. 4.8: (a) Mesures au gaz de volume poreux et de perme´abilite´ sous confinement. (b)
Corre´lations entre les mesures au gaz de porosite´ et de perme´abilite´. Pour ajuster le mode`le
de cellule perme´able e´quivalente sphe´rique (3.28) a` la craie Haubourdin, un rayon de grain
sphe´rique R = 0, 6µm est utilise´ et X = (1− φ)1/3.
4.3. Re´sultats 109
En revanche, nous n’avons pas e´te´ en mesure de proposer un mode`le qui soit cohe´rent avec
les corre´lations perme´abilite´/porosite´ pour la roche de couverture cap1 ou la roche me`re LW6.
Par exemple, un ajustement du mode`le de pores plans (3.71) conduit a` un rayon de pore me´dian
environ 10 fois trop faible pour LW6 et 20 fois trop grand pour cap1 en comparaison avec la
distribution de tailles de pores Fig. 4.6. La structure du re´seau poreux n’est donc pas capture´e
par ce mode`le trop simpliste.
Effets du glissement aux parois
Pour les mesures de perme´abilite´ a` l’e´tat sec, l’influence de la pression d’injection de gaz Pi
sur la perme´abilite´ effective est reporte´e Fig. D.2 pour quelques e´chantillons de roches me`res.
Dans ces essais, on rappelle que la pression de drainage Pd est syste´matiquement la pression
atmosphe´rique et la pression moyenne Pm reporte´e en abscisse est de´finie par Pm = (Pi+Pd)/2.
Effet Klinkenberg Les perme´abilite´s effectives de roches me`res de l’Alum et de la roche de
couverture cap1 diminuent proportionnellement a` 1/Pm suivant la loi de Klinkenberg. L’ajuste-
ment d’une droite sur un trace´ de la perme´abilite´ effective Keff en fonction de l’inverse de Pm
permet de de´duire la perme´abilite´ intrinse`que K int et le coefficient de Klinkenberg β.
Pour la roche de couverture cap1, les re´sultats sont re´sume´s dans la table D.2 pour deux pres-
sions de confinement Pc = 2 et 9 MPa. L’effet du glissement est significatif car la perme´abilite´
intrinse`que est un ordre de grandeur plus faible que la perme´abilite´ effective pour une pres-
sion d’injecion Pi = 11 bar. Dans l’hypothe`se de pores plans, le coefficient de Klinkenberg est
proportionnel a` l’inverse du rayon de pore R (voir (3.62) dans le cas monodisperse et (3.71)
dans le cas d’une distribution log-uniforme de tailles de pores). Pour l’Argon a` 25˚ C, (3.62)
devient β × R ≈ 24 MPa.nm, de sorte que les coefficients de Klinkenberg reporte´s dans la
table D.2 correspondent a` un ordre de grandeur de R de 7 a` 25 nm (hormis pour cap1-MIL-20
qui est micro-fissure´), ce qui est parfaitement cohe´rent avec les interpre´tations des isothermes
de de´sorption par la loi de Kelvin-Laplace Fig. 4.6. La pression de confinement n’affecte pas
significativement le coefficient de Klinkenberg entre Pc = 2 et 9 MPa.
En revanche, pour la roche me`re de l’Alum, le coefficient de Klinkenberg est fortement
impacte´ comme illustre´ Fig. D.2. Pour un faible confinement, la valeur du coefficient de Klin-
kenberg est associe´e a` des fissures d’ouverture microme´trique. En revanche, pour Pc = 10 MPa
on retrouve un coefficient de Klinkenberg d’environ 3 MPa pour l’e´chantillon SK2-K7, ce qui
correspond a` des rayons de pores de l’ordre de 8 nm plus en accord avec les interpre´tations
des isothermes de de´sorption par la loi de Kelvin-Laplace Fig. 4.6. Par ailleurs, la mesure de
perme´abilite´ en fonction du confinement Fig. 4.7 montre que pour cet e´chantillon la perme´abilite´
diminue tre`s fortement jusqu’a` atteindre un palier pour Pc = 10 MPa. Toutes ces observations
sont cohe´rentes avec la pre´sence de fissures d’ouverture microme´trique dans l’e´chantillon SK2-
K7, qui sont referme´es pour un confinement supe´rieur 10 MPa. La perme´abilite´ au dessus de
Pc = 10 MPa est suppose´e repre´sentative du mate´riau non fissure´.
Enfin, pour la roche de couverture cap1, on observe que plus la saturation en eau de
l’e´chantillon est importante, moins la perme´abilite´ effective au gaz suit une loi de type Klin-
kenberg. Notamment, pour la saturation la plus forte e´tudie´e (environ 70 %), si la perme´abilite´
effective pour Pi = 5 bar est bien supe´rieure a` celle pour Pi = 10 bar, la diffe´rence entre la
perme´abilite´ effective pour Pi = 10 bar et Pi = 15 bar est faible. Pour des saturations in-
terme´diaires, un ajustement de la relation de Klinkenberg conduit a` des valeurs du coefficient β
infe´rieures a` celles obtenues a` sec (jusqu’a` un facteur 3). Cette tendance est cohe´rente avec un
remplissage de la porosite´ la plus fine par l’eau qui y bloque le passage du gaz.
Glissement de´crit par le mode`le de sphe`re perme´able e´quivalente (3.31) La
perme´abilite´ effective des roches LW2 et LW6 pre´sente´e Fig. D.2 ne varie pas line´airement en
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fonction de 1/Pm. La loi de Klinkenberg n’est donc pas adapte´e pour de´crire l’effet du glissement
aux parois. Une comparaison avec l’effet de glissement aux parois (4.4) obtenu pour le mode`le
de cellule perme´able e´quivalente sphe´rique (3.31) est propose´e Fig. 4.9. Les parame`tres K int, r0
et X sont ajuste´s inde´pendamment.
Le mode`le de cellule perme´able e´quivalente sphe´rique reproduit bien la tendance
expe´rimentale avec une courbure vers le bas. Remarquons que la valeur de X = 0, 76 utilise´e
correspond a` une porosite´ de 56% de la cellule perme´able e´quivalente sphe´rique, ce qui est tre`s
loin des 20 a` 25% de porosite´ mesure´e pour les e´chantillons de cette carottes. En revanche, la
taille de pore caracte´ristique r0 = 3 nm est proche de la taille me´diane des pores (2nm) es-
time´e par les isothermes de de´sorption Fig. 4.6. En d’autres termes, on peut penser que l’effet
du glissement est raisonnablement bien de´crit par l’utilisation de la the´orie cine´tique des gaz
combine´e avec la prise en compte de la non uniformite´ des contraintes visqueuses tangentielles
a` l’interface solide-fluide par un mode`le de cellule perme´able e´quivalente. L’inade´quation sur la
porosite´ serait alors simplement lie´e au seul effet de la morphologie sphe´rique utilise´e dans le
mode`le, qui n’est assure´ment pas adapte´e a` la description de l’espace poreux. Un mode`le de cel-
lule perme´able sphe´ro¨ıdale oblate avec glissement serait peut eˆtre plus pertinent pour capturer
la morphologie de ce mate´riau argileux.
Remarquons que si seules les 3 mesures a` faible pression d’injection avaient e´te´ re´alise´es (les
points pour les 3 plus grandes valeurs de 1/Pm), l’application de la loi de Klinkenberg aurait
conduit a` une estimation de la perme´abilite´ intrinse`que 5 fois plus e´leve´e que l’estimation qui
peut eˆtre propose´e a` l’aide du mode`le de cellule perme´able e´quivalente sphe´rique.
Effet de la saturation
Huit e´chantillons de la roche de couverture cap1 (cap1-MIL-XX) ont e´te´ se´che´s puis soumis
a` tous les paliers d’humidite´ relative, avec mesures de perme´abilite´ a` chaque e´tape. Toutes les
valeurs de perme´abilite´ relatives ont e´te´ calcule´es a` partir de perme´abilite´s effectives mesure´es
pour une pression d’injection Pi = 11 bar et une pression de drainage Pd = 1 bar.
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Fig. 4.10: Perme´abilite´ relative au gaz de la roche de couverture cap1. Confrontation du mode`le
(3.80) aux donne´es expe´rimentales Fig. D.3 avec ω = 1/120 et φ = 12% pour deux dispersions
ρ = R2/R1 de la distribution de taille de pores log-uniforme.
Si la plupart des e´chantillons suivent la meˆme tendance Fig. D.5, preuve d’une bonne ho-
moge´ne´ite´ de la carotte rec¸ue, deux e´chantillons ont comme pre´ce´demment un comportement
diffe´rent. Le comportement de l’e´chantillon cap1-MIL-20 (carre´s vides et traits doubles tirets
Fig. D.5) est caracte´ristique d’une micro-fissuration qui se referme avec le confinement. Le com-
portement de l’e´chantillon cap1-MIL-21 (carre´s pleins et traits mixtes Fig. D.5) est plus difficile
a` expliquer. Il semble que le cycle de saturation a progressivement induit un endommagement
(micro-fissuration) de cet e´chantillon, notamment entre les humidite´s relatives 59% et 73%. L’ef-
fet de la micro-fissuration est tre`s visible sur les mesures avec une pression de confinement de
2 MPa. En revanche, sur les mesures avec une pression de confinement de 9 MPa, la micro-
fissuration est ferme´e et l’e´chantillon suit un comportement identique aux e´chantillons sains.
Cette hypothe`se est e´taye´e par le fait que lors de la phase de saturation par immersion dans
l’eau pendant 24h, des fissures macroscopiques traversant les e´chantillons cap1-MIL-20 et -21
sont apparues, tandis que les six autres e´chantillons sont reste´s en apparence sains.
Les courbes de perme´abilite´ relatives pour les six e´chantillons sains sont pre´sente´es en de´tail
pour deux pressions de confinement, 2 et 9 MPa, en e´chelle classique Fig. D.3 et logarithmique
Fig. D.4. Une comparaison au mode`le (3.80) est propose´e Fig. 4.10.
De´gradation des proprie´te´s de transfert
Les mesures de perme´abilite´ relatives pre´sente´es Fig. D.5 sugge`rent que certains e´chantillons
subissent une de´gradation (micro ou macro fissuration) au cours de la monte´e en saturation en
eau.
D’autre part, aux plus fortes saturations en eau, le cycle de confinement 2-9-2 MPa s’ac-
compagne d’une diminution de la perme´abilite´ mesure´e a` 2 MPa de confinement, meˆme sur les
e´chantillons initialement sains a` l’e´tat sec (peu sensibles au confinement). Pour ces e´chantillons,
cette de´pendance de la perme´abilite´ au cycle de confinement peut eˆtre attribue´e soit a` une le´ge`re
micro-fissuration et plasticite´, soit a` une re´organisation de l’eau dans l’espace poreux lors du
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e´chantillons cap1-HAU-1 cap1-MIL-14 cap2// cap2⊥
Keffgaz(Sw init.) (m
2) 7,5.10−19 - 7,6.10−21 1.8e-19
Keffgaz(Sw = 0) (m
2) - 1,2.10−18 - -
Keffeau(Sw = 1) (m
2) 7,2.10−19 5,9.10−19 5,5.10−19 5.4e-18
pression perce´e (MPa) 2,9 5,8 4,9 0,3-0,4
Keffgaz(Sw perce´e) (m
2) - 8,4.10−23 1,8.10−21 1,0.10−19
Tab. 4.4: Proprie´te´s de re´tention de roches de couverture
confinement.
Pour gagner en compre´hension, les e´chantillons cap1-MIL-13, cap1-MIL-14 (“sains”) et cap1-
MIL-20, cap1-MIL-21 (“de´grade´s”) ont e´te´ re-se´che´s apre`s l’e´tape de saturation totale en eau.
Une mesure de perme´abilite´ au gaz sous confinement est ensuite re´alise´e. Les re´sultats Fig. D.6
montrent la perme´abilite´ effective au gaz a` l’e´tat sec, avant et apre`s cycle de saturation, pour
ces quatre e´chantillons.
Les e´chantillons sains ont la perme´abilite´ la plus faible ; de plus, elle est peu sensible au
confinement. Le cycle de saturation (et les cycles de confinement a` chaque mesure) a fait perdre
5% de perme´abilite´ a` cap1-MIL-13. cap1-MIL-14 est devenu 1,5 a` 2 fois plus perme´able et
montre une le´ge`re de´pendence au confinement apre`s le cycle de saturation. Au contraire, les
deux autres e´chantillons sont clairement microfissure´s. La perme´abilite´ a` e´te´ multiplie´e par 15 a`
20 pour cap1-MIL-20 et par 2,5 a` 5 pour cap1-MIL-21. Tous les deux montrent une de´pendance
beaucoup plus marque´e au confinement.
Pour les 4 e´chantillons, la table D.3 montre que le coefficient de Klinkenberg a diminue´
apre`s le cycle hydrique, ce qui est cohe´rent avec l’interpre´tation propose´e de micro-fissuration
partiellement referme´e par le confinement.
Perme´abilite´ a` l’eau et pression de perce´e
Deux e´chantillons de la roche de courverture cap1 et deux de cap2 ont suivi le protocole de
mesure de pression de perce´e. Les re´sultats sont pre´sente´s dans la table 4.4.
Pour la roche cap1, l’e´chantillon cap1-HAU-1 est pre´leve´ dans la partie haute de la carotte,
donc potentiellement le´ge`rement micro-fissure´ d’apre`s les observations pre´ce´dentes sur cette
carotte. L’e´chantillon cap1-MIL-14 provient du milieu de la carotte, est moins poreux cap1-
HAU-1 et estime´ sain car sa perme´abilite´ au gaz est peu sensible au confinement (voir table D.2
et Fig. D.6). Il est donc logique que ses proprie´te´s de re´tention soit meilleures que celle de cap1-
HAU-1 : la pression de perce´e est plus e´leve´e et les perme´abilite´s plus faibles. Pour l’e´chantillon
cap1-MIL-14, il apparaˆıt que la perme´abilite´ a` l’eau est 3 a` 4 fois infe´rieure a` la perme´abilite´
intrinse`que mesure´e au gaz. Ce phe´nome`ne est couramment observe´ sur les mate´riaux argileux
mais difficile a` expliquer. Pour les mate´riaux cimentaires, la diffe´rence peut atteindre deux a`
trois ordres de grandeur.
Pour la roche cap2, deux e´chantillons ont e´te´ pre´leve´s. Les faces de l’e´chantillon cap2//
sont paralle`les aux plans de de´pot et celles de cap2⊥ y sont orthogonales. L’e´chantillon cap2⊥,
traverse´ par un filet silteux, pre´sente des capacite´s de re´tention manifestement tre`s infe´rieures a`
l’e´chantillon cap2//.
4.3.3 Proprie´te´s poro-me´caniques
Effet de la saturation sur le module de Young Les re´sultats des essais de compression
simple conduits sur la roche de couverture cap1 pre´sente´s 4.11 montrent que le module de
Young a` l’e´tat sec a une grande variabilite´. Cette variabilite´ est corre´le´e avec la position des
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e´chantillons dans la carotte : les e´chantillons extraits dans le haut de la carotte sont les plus
poreux et parfois micro-fissure´s. Par ailleurs, un phe´nome`ne inte´ressant est que le module de
Young diminue fortement lorsque que la saturation en eau augmente. L’argile observe´e Fig. 4.2,
qui est a` l’interface des amas de nodules de calcite, peut eˆtre a` l’origine de ce comportement qui
a aussi e´te´ identifie´ sur l’argilite.
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Fig. 4.11: Roche de courverture cap1 : module de Young en fonction de l’humidite´ relative
utilise´e pour imposer une saturation.
Poro-e´lasticite´ Des essais porome´caniques ont e´te´ conduits sur deux e´chantillons sec cap1-
HAU-PM2 et LW2-21.
Pour la roche de couverture cap1-HAU-PM2 les pressions de confinement applique´es sont
comprises entre 0,5 et 9 MPa afin de rester dans la phase e´lastique. Les incre´ments de pression
de confinement et de pression d’injection de gaz utilise´s sont de 1,5 MPa. Aux incertitudes de
mesures pre`s, le module de compression mesure´ par des paliers de de´charge apparaˆıt inde´pendant
du confinement pour Pc entre 0,5 et 9MPa, avec une moyenne de K
b = 13,4 GPa. Le coefficient
de Biot a e´te´ mesure´ pour Pc = 3, 6 et 9 MPa. Les valeurs obtenues sont comprises entre 0,94
et 1,24, ce qui prouve que les incertitudes de mesure sont effectivement e´leve´es car le coefficient
de Biot ne peut eˆtre supe´rieur a` 1. Toutefois, ces re´sultats laissent a` penser que le coefficient de
Biot est proche de 1, comme pour l’argilite [22]. Une interpre´tation possible d’une mesure de
coefficient de Biot supe´rieur a` 1 est le signe d’une e´volution du mate´riau au cours de la mesure.
En particulier, la me´thode suivie (voir section 4.2.5) peut entrainer la re´-ouverture de micro-
fissures au palier d’injection de gaz. De`s lors, la de´formation volumique duˆe a` un incre´ment de
pression de gaz peut eˆtre supe´rieure a` la de´formation volumique duˆe a` la de´charge de la pression
de confinement par le meˆme incre´ment, d’ou` une “mesure” d’un coefficient de Biot supe´rieur a`
1.
Pour la roche me`re LW2-21, des pressions de confinement beaucoup plus e´leve´es (jusqu’a`
60 MPa) sont applique´es. Le suivi des de´formations indique que le comportement est e´lasto-
plastique. Le module de compression e´lastique, mesure´ a` partir de paliers de de´charge, augmente
line´airement avec le confinement de Kb = 4 GPa pour Pc = 5 MPa a` K
b = 11 GPa pour Pc =
60 MPa. Le coefficient de Biot, mesure´ avec de grandes incertitudes, est proche de 1 et semble
diminuer le´ge`rement avec l’augmentation de la pression de confinement.
Concluons ce chapitre sur quelques traits saillants de cette e´tude. Tout d’abord, la mesure de
porosite´ des roches argileuses se re´ve`le de´licate. Le dispositif de mesure de porosite´ au gaz avec
controˆle de la pression de confinement nous paraˆıt bien mieux adapte´ que la mesure gravime´trique
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par immersion dans l’eau qui n’envahit pas tout le re´seau poreux. Elle ouvre des perspectives
inte´ressantes puisqu’elle permet d’envisager des essais dans lesquels la de´formation volumique
totale de l’e´chantillon ainsi que la variation de volume poreux accessible seraient simultane´ment
mesure´s en fonction de la pression de confinement applique´e. Ce type d’essai couple´ a` des mesures
porome´caniques permettrait de gagner en compre´hension sur diffe´rents phe´nome`nes comme la
fermeture de fissures, le blocage de l’acce`s a` certains pores ou l’effondrement de pores sous l’effet
du confinement.
La mesure de perme´abilite´ au gaz permet non seulement des mesures plus rapides de la
perme´abilite´ qu’au liquide, mais aussi de re´cupe´rer une information supple´mentaire par l’in-
terpre´tation des effets de glissement aux parois. Sous re´serve d’une mode´lisation microme´canique
approprie´e, l’effet du glissement peut eˆtre utilise´ pour de´duire l’ordre de grandeur de la taille
me´diane des pores. Par ailleurs, cette e´tude pre´sente une interpre´tation tout a` fait originale a`
notre connaissance d’une manifestation du glissement aux parois qui de´vie de la loi de Klinken-
berg. Cette interpre´tation est base´e sur le mode`le de cellule perme´able e´quivalente de´veloppe´ au
chapitre pre´ce´dent et illustre la comple´mentarite´ entre mode´lisation et expe´rimentation.
L’aspect peut eˆtre le plus important de ce travail est d’illustrer comment la combinaison de
multiples me´thodes expe´rimentales permet d’e´tayer des hypothe`ses sur la microstructure comme
la pre´sence d’une micro-fissuration. Pour les roches me`res e´tudie´es, la pre´sence d’une micro-
fissuration a d’abord e´te´ sugge´re´e par l’observation d’une chute de porosite´ accompagne´e d’une
chute drastique de la perme´abilite´ avec le confinement. L’e´tude du glissement aux parois a ensuite
permis de montrer que les tailles de pores implique´es dans l’e´coulement diminuent fortement
avec le confinement, jusqu’a` atteindre les tailles de pores me´dianes de´duites des interpre´tations
par les lois de Kelvin et Laplace des isothermes de de´sorption. Cette observation a permis de
conforter l’hypothe`se selon laquelle a` faible confinement l’e´coulement est gouverne´ par la micro-
fissuration, qu’un confinement important permet de fermer pour forcer le passage du gaz a` travers
la “matrice” du mate´riau. Enfin, l’hypothe`se d’une micro-fissuration apporte une explication aux
mesures d’un coefficient de Biot apparent supe´rieur a` 1.
D’un point de vue industriel, les mesures de perme´abilite´ relative sur les roches de couverture
montrent un point important. Ces roches peuvent eˆtre le´ge`rement de´sature´es sans faillir a` leur
mission de bloquer la perme´ation du gaz. Cet aspect rejoint le concept de saturation critique ou
seuil de percolation de la perme´abilite´ au gaz en milieu partiellement sature´ illustre´ en fin de
chapitre pre´ce´dent.
Pour conclure cette partie centre´e sur l’e´tude de la perme´abilite´, nous avons e´te´ confronte´ a`
la grande difficulte´ de mode´liser la perme´abilite´ a` partir de la morphologie du re´seau poreux. Si
les mode`les de cellules perme´ables e´quivalentes permettent de rendre compte quantitativement
de la perme´abilite´ d’un mate´riau granulaire relativement simple comme la craie Haubourdin, il
n’a pas e´te´ possible de proposer un mode`le qui concilie les distributions de tailles de pores et les
perme´abilite´s mesure´es expe´rimentalement. Un important effort de mode´lisation pour capturer
la morphologie de ces roches est requis. La morphologie doit eˆtre pre´cise´e au cas par cas, en
fonction de chaque type de roche argileuse rencontre´e. Enfin, la mode´lisation microme´canique
pre´cise de la perme´abilite´ relative reste une question ouverte.
* *
*
Deuxie`me partie
Re´sistance
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Chapitre 5
Crite`re de re´sistance :
homoge´ne´isation nume´rique
Re´sume´ : L’objet de ce chapitre est de proposer une me´thode nume´rique pour le calcul du
crite`re de re´sistance (ductile) macroscopique d’un mate´riau he´te´roge`ne dont la ge´ome´trie de la
microstructure est complexe. La me´thode est base´e sur la formulation d’un proble`me non line´aire
fictif pour la recherche des e´tats de contraintes macroscopiques appartenant a` la frontie`re du
domaine de re´sistance homoge´ne´ise´. La re´solution du proble`me est effectue´e par une me´thode
type FFT et les re´sultats utilise´s comme champs tests dans l’approche cine´matique du Calcul a`
la Rupture pour quelques crite`res usuels (Von Mises et elliptique).
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5.1 Re´sistance d’un milieu he´te´roge`ne
La pre´sentation reprend les expose´s de [5, 34, 37].
5.1.1 Description des capacite´s de re´sistance
Description statique Les capacite´s de re´sistance d’un mate´riau sont caracte´rise´es par la
donne´e de l’ensemble G des e´tats de contrainte σ admissibles. Le domaine G est convexe et
contient l’e´tat de contrainte nul. Il est usuellement caracte´rise´ par un crite`re de re´sistance f(σ) :
σ ∈ G⇔ f(σ) 6 0. (5.1)
La fonction f est convexe.
Description cine´matique De fac¸on duale et e´quivalente, le domaine G peut eˆtre de´crit par
sa fonction d’appui π de´finie pour toutes les directions d par :
π(d) = sup
σ∈G
σ : d. (5.2)
La variable d est un tenseur d’ordre 2 auquel on confe`re le sens physique de taux de de´formation.
La fonction d’appui correspond alors a` la puissance dissipe´e. La fonction d’appui π est a` va-
leurs dans R+ et convexe par construction. De manie`re e´quivalente, l’admissibilite´ d’un e´tat de
contrainte est caracte´rise´e par (5.1) ou
σ ∈ G⇔ ∀d, σ : d ≤ π(d). (5.3)
Ge´ome´triquement, le domaine convexe G est situe´ sous l’hyperplanH(d) d’e´quation σ : d = π(d)
pour toute direction d telle que π(d) < +∞.
Frontie`re du domaine de re´sistance Si un e´tat de contrainte σ appartient au domaine G
et a` l’hyperplan H(d), alors il appartient a` la frontie`re ∂G de G en un point ou` d est la normale
exte´rieure a` ∂G : {
σ ∈ G
σ : d = π(d)
⇒


σ ∈ ∂G
∃λ > 0, d = λ ∂f
∂σ
(σ)
(5.4)
Par ailleurs, la fonction d’appui π est positivement homoge`ne de degre´ 1, c’est a` dire
∀t > 0, ∀d, π(td) = tπ(d). (5.5)
Si π est suffisament re´gulie`re, la de´rivation de (5.5) par rapport a` t en t = 1 fournit l’identite´
d’Euler :
∂π
∂d
(d) : d = π(d). (5.6)
Montrons que ∂π/∂d(d) appartient a` ∂G. L’identite´ (5.6) implique que ∂π/∂d(d) appartient a`
l’hyperplan H(d). Par ailleurs, pour toute direction d′, la convexite´ de π s’e´crit :
π(d′)− π(d) ≥ ∂π
∂d
(d) : (d′ − d). (5.7)
L’utilisation de (5.6) dans (5.7) fournit
∀d′, ∂π
∂d
(d) : d′ ≤ π(d′). (5.8)
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D’apre`s la de´finition duale (5.3) d’un e´tat de contrainte admissible, on en de´duit que ∂π/∂d(d)
appartient a` G. Ainsi, l’implication (5.4) permet d’affirmer que ∂π/∂d(d) appartient a` la
frontie`re de G :
∂π
∂d
(d) ∈ ∂G. (5.9)
Cette proprie´te´ s’ave`rera particulie`rement inte´ressante pour de´terminer les capacite´s de
re´sistance macroscopiques d’un milieu he´te´roge`ne.
5.1.2 Homoge´ne´isation des capacite´s de re´sistance
De´finitions statique et cine´matique du domaine de re´sistance macroscopique
Proble`me de calcul a` la rupture On conside`re un VER Ω d’un mate´riau he´te´roge`ne,
repre´sentatif de ses capacite´s de re´sistance. En chaque point z de Ω les capacite´s de re´sistance
sont de´crites par un domaine de re´sistance G(z), qui est caracte´rise´ de fac¸on e´quivalente par
le crite`re f(σ,z) ou la fonction d’appui π(d,z). La capacite´ de re´sistance macroscopique est
de´finie par l’interme´diaire d’un proble`me de calcul a` la rupture pose´ sur le VER Ω. Dans ce
chapitre, on conside`re un mode de chargement pilote´ en taux de de´formation avec conditions
aux limites pe´riodiques :
∀z ∈ ∂Ω,
{
v(z) =D · z + vper(z) avec vper(z) pe´riodique
σ(z) · n(z) anti-pe´riodique (5.10)
ou` D est le taux de de´formation macroscopique, v(z) un champ de vitesse cine´matiquement
admissible avec D, σ(z) un champ de contrainte et n(z) la normale unitaire exte´rieure a` ∂Ω.
L’ensemble des champs de vitesse microscopiques cine´matiquement admissibles avec D est :
C(D) = {u | C1 par morceaux, ∀z ∈ ∂Ωu(z)−D · z pe´riodique} . (5.11)
La grandeur duale de D est identifie´e par conside´ration de la puissance des efforts exte´rieurs
Pext et application du lemme de Hill :
Pext =
∫
∂Ω
v · σ · n dS =
∫
∂Ω
z ·D · σ · n dS = |Ω|D : σ (5.12)
ou` l’on a utilise´ la pe´riodicite´ de vper, l’anti-pe´riodicite´ de σ · n et divσ = 0. La grandeur
duale de D est donc la contrainte macroscopique Σ = σ. L’ensemble des champs de contrainte
microscopiques statiquement admissibles avec Σ est :
S(Σ) = {σ |divσ = 0, σ = Σ, ∀z ∈ ∂Ωσ(z) · n anti-pe´riodique} . (5.13)
De manie`re plus ge´ne´rale, l’ensemble des champs statiquement admissibles est S = ∪ΣS(Σ).
De´finition statique de Ghom Un e´tat de contrainte macroscopique Σ est dit admissible si il
existe un champ de contrainte microscopique σ(z) statiquement admissible avec Σ et compatible
en tout point z de Ω avec le domaine de re´sistance local G(z). Le domaine Ghom des e´tats de
contrainte macroscopiques admissibles est donc de´fini par :
Σ ∈ Ghom ⇔ ∃σ,
{
σ ∈ S(Σ)
∀z ∈ Ω, σ(z) ∈ G(z) (5.14)
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De´finition cine´matique de Ghom Soit Σ un e´tat de contrainte macroscopique admissible
et σ(z) un champ de contrainte microscopique qui posse`de les proprie´te´s de (5.14). D’apre`s
l’application du lemme de Hill (5.12) et la de´finition de la fonction d’appui (5.2), il vient :
Σ ∈ Ghom ⇒ ∀D, ∀u ∈ C(D), Σ :D ≤ π(d(u),z) (5.15)
Puis, le minimum sur tous les champs cine´matiquement admissibles donne :
Σ ∈ Ghom ⇒ ∀D, Σ : D ≤ Πhom(D), (5.16)
ou` l’on a introduit
Πhom(D) = inf
u∈C(D)
π(d(u),z). (5.17)
En vertu d’un the´ore`me ge´ne´ral d’analyse limite [40] qui e´nonce l’e´quivalence des approches
statique et cine´matique, la re´ciproque de (5.16) est valable :
Σ ∈ Ghom ⇔ ∀D, Σ : D ≤ Πhom(D) (5.18)
L’application de (5.3) montre alors que Πhom(D) peut effectivement eˆtre interpre´te´e comme la
fonction d’appui de Ghom. Les champs de vitesse candidats pertinents pour re´aliser le minimum
de (5.17) dans C(D) doivent correspondre a` une valeur finie de π. L’optimisation de (5.17) se
fait donc en pratique sur le sous espace de C(D) de champs cine´matiquement admissibles qui
ve´rifient les conditions de pertinence assurant π(d) <∞.
Remarquons que l’ensemble C(D) contient des champs de vitesse avec discontinuite´s. Si un
champ u ∈ C(D) pre´sente un saut JuK a` travers une surface S de normale unitaire n, alors d
est singulier sur S. Le taux de de´formation doit alors eˆtre exprime´ au sens des distributions
d = {d}+ JuK s⊗ nδS (5.19)
ou` {d} est la partie re´gulie`re de d et δS la distribution de Dirac de la surface de discontinuite´ S.
La moyenne de la fonction d’appui intervenant dans (5.17) fait alors apparaˆıtre une contribution
volumique de la partie re´gulie`re {d} et une contribution surfacique de la discontinuite´ JuK⊗n :
π(d(u),z) =
1
|Ω|
(∫
Ω
π({d(u)},z) dV +
∫
S
π(JuK
s⊗ n,z) dS
)
(5.20)
Les approches statiques et cine´matiques du calcul a` la rupture permettent alors de construire
des encadrements des capacite´s de re´sistance macroscopiques :
– Approche statique par l’inte´rieur
La construction d’un champ de contrainte microscopique compatible en tout point avec
le crite`re de re´sistance local et statiquement admissible avec un e´tat de contrainte macro-
scopique Σ implique que Σ ∈ Ghom. Si cette ope´ration est re´pe´te´e pour plusieurs e´tats de
contrainte macroscopiques admissibles, l’enveloppe convexe de ces e´tats de contrainte est
un domaine ne´cessairement inclus dans Ghom.
– Approche cine´matique par l’exte´rieur
La construction d’un champ de vitesse cine´matiquement admissible avec un taux de
de´formation macroscopique D permet de de´terminer un majorant Πhom(D) et donc un
demi-espace qui contient ne´cessairement l’inte´gralite´ deGhom. Si cette ope´ration est re´pe´te´e
pour diffe´rentes directions D, l’intersection des demi-espaces correspondants est un do-
maine convexe qui contient entie`rement Ghom.
Une mise en oeuvre nume´rique efficace des approches statique et cine´matique base´e sur le for-
malisme de la programmation conique a e´te´ propose´e et illustre´e notamment par [16, 45, 57, 76].
Dans la section suivante, une approche alternative est pre´sente´e.
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5.1.3 De´termination de la frontie`re du domaine de re´sistance macroscopique
L’objet de cette section est de caracte´riser chaque e´tat de contrainte macroscopique de la
frontie`re ∂Ghom comme la moyenne d’un champ de contrainte solution d’un proble`me aux limites
[60].
De´finition du proble`me visqueux non-line´aire fictif
La de´finition de la fonction d’appui macroscopique pre´sente´e dans (5.17) montre que
Πhom(D) s’obtient par la re´solution d’un proble`me de minimisation de π(d(u),z) sur les champs
de vitesse cine´matiquement admissibles u ∈ C(D). Ce proble`me de minimisation a formellement
la meˆme structure qu’un proble`me d’e´lasticite´ non line´aire dans lequel la fonction d’appui joue
le roˆle de l’e´nergie libre volumique locale et la vitesse celui du de´placement. Supposons que la
fonction d’appui π soit suffisamment re´gulie`re. Il est alors le´gitime de s’inte´resser au proble`me
visqueux fictif suivant dont les inconnues sont le champ de vitesse v et le champ de contrainte
σ : 

σ ∈ S
v ∈ C(D) et d = gradsv
∀z ∈ Ω, σ(z) = ∂π(d,z)
∂d
(5.21)
Signalons qu’en d = 0 la fonction π n’est pas diffe´rentiable. La condition σ = ∂π/∂d(d) doit
alors eˆtre remplace´e par σ ∈ G en tout point ou` d s’annule [5].
Cherchons a` e´tablir que le champ de contrainte σ solution de (5.21) est statiquement admis-
sible avec un e´tat de contrainte macroscopique Σ situe´ sur la frontie`re ∂Ghom. Tout d’abord, la
proprie´te´ (5.9) et la de´finition statique (5.14) de Ghom indiquent que Σ = ∂π/∂d ∈ Ghom. En se-
cond lieu, l’inte´gration de l’identite´ d’Euler (5.6) et le fait que v est un champ cine´matiquement
admissible avec D conduisent a` :
∂π
∂d
(d) : d = π(d) ≥ Πhom(D). (5.22)
Puis, l’application du lemme de Hill au membre de gauche fournit l’ine´galite´ :
∂π
∂d
(d) : d =
∂π
∂d
(d) : d = Σ : D ≥ Πhom(D). (5.23)
Or Σ ∈ Ghom donc Σ : D ≤ Πhom(D) d’apre`s (5.3), de sorte que Σ : D = Πhom(D). La
proprie´te´ (5.4) permet de conclure que

Σ =
∂π
∂d
(d) ∈ ∂Ghom
D est la normale exte´rieure a` ∂Ghom au point Σ
(5.24)
Ainsi, la re´solution du proble`me visqueux fictif (5.21) fournit une strate´gie pour construire la
surface ∂Ghom.
Notons que la de´finition du proble`me (5.21) est aussi motive´e par le the´ore`me d’association
[84]. En effet, soit un e´tat de contrainte macroscopique Σ qui appartient a` ∂Ghom en un point
ou` D est normale exte´rieure. Supposons avoir trouve´ un couple (v,σ) tel que σ ∈ S(Σ) soit
compatible avec les crite`res de re´sistance locaux et v ∈ C(D) re´alise le minimum dans (5.17).
Le the´ore`me d’association stipule alors qu’en tout point ou` d(v) 6= 0, σ appartient a` la frontie`re
∂G en un point ou` d(v) est normale exte´rieure. En revanche, en tout point ou` d(v) = 0, σ peut
eˆtre situe´ n’importe ou` dans G.
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Crite`res de re´sistance locaux fonction des deux premiers invariants
Conside´rons le cas ou` le crite`re de re´sistance local f(σ) est re´gi par les deux premiers inva-
riants du tenseur des contraintes :
f(σ) = f(σm, σd) avec σm = trσ/3 ; σd = σd : σd, (5.25)
ou` σd = σ − σm1 est la partie de´viatorique du tenseur des contraintes. Par de´finition (5.2), la
fonction d’appui s’e´crit
π(d) = sup{σmdv + σd : dd | f(σm, σd) ≤ 0}. (5.26)
Or, a` σd fixe´, σd : dd est maximal pour σd coline´aire a` dd. Finalement, la fonction d’appui n’est
elle aussi fonction que des deux premiers invariants de d :
π(d) = sup{σmdv + σddd | f(σm, σd) ≤ 0} = π(dv, dd). (5.27)
La loi de comportement fictive non line´aire peut s’e´crire sous la forme
σ =
∂π
∂d
(dv , dd) =
∂π
∂dv
(dv , dd)1+
∂π
∂dd
(dv, dd)
dd
dd
= C(dv, dd) : d (5.28)
ou` le tenseur de rigidite´ se´cant C(dv, dd) est isotrope et de´fini par
C(dv, dd) = 3k(dv , dd)J+ 2µ(dv , dd)K avec


k(dv , dd) =
1
dv
∂π(dv , dd)
∂dv
2µ(dv , dd) =
1
dd
∂π(dv , dd)
∂dd
(5.29)
Cette forme de loi de comportement n’est pas unique. Par exemple, la loi de comportement peut
eˆtre e´crite sous une forme pre´contrainte σ = C(d) : d + σp(d). Pour conserver l’isotropie de la
formulation, il faut de plus choisir une pre´contrainte sphe´rique : σp(d) = σp(d)1. Le choix d’une
formulation pre´contrainte peut par exemple eˆtre motive´ par la conservation du caracte`re de´fini
positif du tenseur C(d).
Re´gularisation du crite`re de re´sistance
Les raisonnements pre´ce´dents ont e´te´ de´veloppe´s sous l’hypothe`se que la fonction d’appui
π du domaine G est suffisament re´gulie`re. Cependant, pour de nombreux crite`res usuels (Von
Mises, Tresca, Drucker-Prager, Mohr-Coulomb), la fonction d’appui n’est pas diffe´rentiable. Afin
de se ramener a` la formulation d’un proble`me visqueux fictif (5.21), la fonction d’appui doit eˆtre
re´gularise´e. A` cet effet, [5] propose de construire une suite de crite`res (fn)n∈N qui correspond a`
une suite de domaines (Gn)n∈N qui ve´rifient les proprie´te´s :
1. ∀n ∈ N, Gn est borne´ et strictement convexe,
2. la suite (Gn)n∈N est croissante : ∀n ∈ N, Gn ⊂ Gn+1 ⊂ G,
3. la limite de la suite (Gn)n∈N est G au sens : l’adhe´rence de ∪n∈NGn est e´gale a` G.
Pour tout n ∈ N, le caracte`re borne´ strictement convexe de Gn assure la diffe´rentiabilite´ de fonc-
tion d’appui πn correspondante, hormis aux points anguleux pour lesquels il faut faire intervenir
le sous-diffe´rentiel de πn [5].
Supposons qu’une suite de crite`res (fn(z))n∈N est construite suivant les proprie´te´s requises
ci-dessus en chaque point z de Ω ou` π(z) n’est pas suffisament re´gulie`re. Alors, pour toute
valeur de n, la frontie`re du domaine de re´sistance homoge´ne´ise´ correspondant Ghomn peut eˆtre
obtenue the´oriquement par la re´solution de (5.21). D’apre`s la de´finition statique (5.14) de Ghomn ,
on ve´rifie aise´ment que Ghomn ⊂ Ghomn+1 ⊂ Ghom. On admettra que la suite (Ghomn )n∈N tend vers
Ghom au sens : l’adhe´rence de ∪n∈NGhomn est e´gale a` Ghom.
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Re´gularisation de la fonction d’appui
Une strate´gie alternative est de re´gulariser directement la fonction d’appui π par une suite
de potentiels (ψn)n∈N qui ve´rifient les proprie´te´s :
1. ∀n ∈ N, ψn est une fonction de d convexe de classe C1 a` valeurs dans R+,
2. ∀d, limn→∞ ψn(d) = π(d).
Lors de l’utilisation de cette me´thode, il faut garder a` l’esprit que la fonction ψn n’est pas
ne´cessairement positivement homoge`ne de degre´ 1. Le cas e´che´ant, elle n’est pas la fonction
d’appui d’un domaine.
Supposons qu’en chaque point z de Ω ou` π(z) n’est pas suffisament re´gulie`re une suite de
potentiels (ψn(z))n∈N est construite suivant les proprie´te´s requises ci-dessus. En chaque point ou`
π(z) est re´gulie`re, le potentiel ψn(z) est pris e´gal a` π(z). Supposons par ailleurs que ces suites
de potentiels ve´rifient ∀n ∈ N et ∀d la proprie´te´ additionnelle ψn(d,z) ≥ ψn+1(d,z) ≥ ψ(d,z).
Pour toute valeur de n, notons vn le champ qui re´alise le minimum :
Ψhomn (D) = inf
u∈C(D)
ψn(d(u),z) = ψn(d(vn),z), (5.30)
sous re´serve que ce minimum existe. Alors
Ψhomn+1(D) = inf
u∈C(D)
ψn+1(d(u),z) ≤ ψn+1(d(vn),z) ≤ ψn(d(vn),z) = Ψhomn (D) (5.31)
et la suite (Ψhomn (D))n∈N ve´rifie
∀n ∈ N Πhom(D) ≤ Ψhomn+1(D) ≤ Ψhomn (D). (5.32)
On supposera que limn→∞Ψ
hom
n (D) = Π
hom(D).
5.2 Approche cine´matique par une me´thode FFT non line´aire
L’ide´e propose´e est de re´soudre de fac¸on approche´e le proble`me non line´aire fictif (5.21) par
une me´thode nume´rique. La cine´matique obtenue sera alors utilise´e dans l’approche cine´matique
du calcul a` la rupture pour fournir un majorant de la fonction d’appui macroscopique.
La pre´sentation se base ici sur le sche´ma ite´ratif propose´ par Michel et al. [66] pour la
re´solution des proble`mes non line´aires par FFT. Ne´anmoins, la me´thode propose´e n’est a priori
pas restreinte a` ce sche´ma de re´solution. Le sche´ma e´tudie´ ici repose sur la stationarite´ d’une
fonctionnelle appele´e Lagrangien augmente´ et la re´solution du proble`me discre´tise´ non line´aire
par un algorithme de Uzawa. L’expose´ de Michel et al. [66] est ici adapte´ au proble`me d’ho-
moge´ne´isation du crite`re de re´sistance qui nous inte´resse.
5.2.1 Fonctionnelle Lagrangien augmente´
Le proble`me de minimisation a` re´soudre est (5.17) :
Πhom(D) = inf
u∈K(D)
π (d(u)). (5.33)
Dans notre cas, π a le sens d’une fonction d’appui du crite`re de re´sistance local. En tout point
z, la loi de comportement de´rive du potentiel π(d,z) :
σ(z) =
∂π
∂d
(d,z). (5.34)
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Le proble`me de minimisation peut eˆtre reformule´ par introduction d’une liaison e(z)−d (u(z)) =
0 en tout point de Ω. Le multiplicateur de Lagrange associe´ a` cette liaison est note´ λ(z). Le
Lagrangien usuel serait alors
L(d(u),e,λ) = π (e) + λ : (d(u)− e) (5.35)
Cependant, dans un soucis de stabilite´ nume´rique, de nombreux auteurs ont recours a` une autre
fonctionnelle appele´e Lagrangien augmente´ et de´finie comme
L0(d(u),e,λ) = π (e) + λ : (d(u)− e) + 1
2
(d(u)− e) : C0 : (d(u)− e), (5.36)
ou` la raideur homoge`ne C0, associe´e a` une forme quadratique de´finie positive, a e´te´ introduite.
Le proble`me initial est retrouve´ en e´crivant la stationnarite´ du Lagrangien augmente´ L0
inf
e
inf
u∈K(D)
sup
λ
L0(d(u),e,λ) = sup
λ
inf
e
inf
u∈K(D)
L0(d(u),e,λ). (5.37)
L’e´change entre inf et sup est justifie´ dans le cas ou` π(d) est convexe et a une croissance suffisante
a` l’infini. La deuxie`me e´criture est inte´ressante puisqu’elle fait apparaˆıtre un proble`me line´aire
avec une raideur uniforme C0 et une pre´contrainte τ = λ− C0 : e. La solution de ce proble`me
est connue et fait appel a` l’ope´rateur de Green Γ0 du milieu uniforme de raideur C0. Le taux de
de´formation solution est d =D − Γ0 ∗ τ .
Le syste`me non line´aire qui re´sulte de l’e´criture de la stationnarite´ du Lagrangien augmente´
(5.36) est alors
∀z ∈ Ω,


d(u(z)) =D − [Γ0 ∗ (λ− C0 : e)] (z)
d(u(z))− e(z) = 0
∂π(e,z)
∂e
− λ(z) + C0 : (e(z)− d(u(z))) = 0
(5.38)
Lorsque ce syste`me est re´solu exactement, e est e´gal au champ de taux de de´formation et λ est
e´gal au champ de contrainte.
5.2.2 Discre´tisation
Revenons maintenant dans l’optique d’une re´solution nume´rique du proble`me (5.33) par
une me´thode FFT. Dans un premier temps, une grille re´gulie`re de taille N = N1 × ... × Nd
divisant la cellule de pe´riodicite´ Ω est introduite (d = 2 : proble`me plan, d = 3 : proble`me
tridimensionnel). La grille est constitue´e de voxels Ωβ indexe´s par le multi-index β = (β1, ..., βd)
avec βi ∈ {0, 1, ..., Ni−1}. Le sous-ensemble de Nd parcouru par le multi-index β est note´ I. Les
champs e et λ intervenant dans (5.36) sont discre´tise´s en champs constants sur chaque voxel :
e(z) =
∑
β∈I
eβχβ(z) ; λ(z) =
∑
β∈I
λβχβ(z) (5.39)
ou` χβ est la fonction indicatrice du voxel Ωβ.
La stationnarite´ de la fonctionnelle (5.36) est e´crite sur les deux se´ries discre`tes (λβ)β∈I et
(eβ)β∈I ainsi que sur l’espace des champs de vitesse cine´matiquement admissibles K(D). Le
syste`me discre´tise´ re´sultant est
∀β ∈ I,


dβ =D − Γ0 ∗ (λ− C0 : e)β
dβ = eβ
∂πβ(eβ)
∂e
+ C0 : eβ = λβ + C0 : dβ
avec

dβ = d(u)
β
πβ(e) = π(e,z)
β
(5.40)
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De`s ce stade, on peut anticiper que la discre´tisation propose´e ne permet pas de rendre compte
de me´canismes avec discontinuite´ de vitesse. Cependant, un enrichissement de l’espace de
discre´tisation re´sulterait en une complexite´ mathe´matique et nume´rique ne´faste aux inte´reˆts
de la me´thode que sont la relative simplicite´ de sa mise en oeuvre et sa rapidite´ d’e´xe´cution.
5.2.3 Algorithme de re´solution
Le syste`me discre´tise´ non line´aire (5.40) peut eˆtre re´solu par l’algorithme ite´ratif de Uzawa.
Chaque ite´ration de l’algorithme de Uzawa suit les trois e´tapes de´crites ci-dessous :
ite´ration i :
(
λi−1β
)
β∈I
et
(
ei−1β
)
β∈I
connus
1. calculer di pour la pre´contrainte λi−1 − C0 : ei−1
d(ui) =D − Γ0 ∗
(
λi−1 − C0 : ei−1
)
et diβ = d(u
i)
β
(5.41)
2. ∀β ∈ I calculer eiβ solution de l’e´quation non line´aire
∂πβ(e
i
β)
∂e
+ C0 : e
i
β = C0 : d
i
β + λ
i−1
β (5.42)
3. ∀β ∈ I mettre a` jour λiβ
λiβ = λ
i−1
β + C0 :
(
diβ − eiβ
)
=
∂πβ(e
i
β)
∂e
(5.43)
Taux de de´formation A` chaque ite´ration i, le champ d(ui) calcule´ a` l’e´tape 1 est
cine´matiquement admissible avec D par construction. Par conse´quent, un majorant Πmaj(D)
de Πhom(D) est obtenu a` chaque ite´ration :
Πhom(D) ≤ Πmaj(D) = π(d(ui)). (5.44)
Cependant, nume´riquement, l’ope´rateur de Green discre´tise´ (B.37) ne permet que d’acce´der a`
la moyenne par voxel du taux de de´formation diβ = d(u
i(z))
β
. Sous re´serve que la discre´tisation
soit suffisamment fine, l’approximation suivante est utilise´e :
π(d(ui)) ≈ 1
N
∑
β∈I
πβ(d
i
β). (5.45)
Cette approximation ne conserve malheureusement pas rigoureusement le statut de borne
supe´rieure de l’approche cine´matique du calcul a` la rupture. Dans la suite, on supposera ce-
pendant que l’erreur commise est ne´gligeable.
Le re´sultat d’un calcul est donc un hyperplan de l’espace des contraintes, de normale D et
de distance Πmaj(D) a` l’origine. L’approche cine´matique du calcul a` la rupture assure qu’aucun
e´tat de contrainte macroscopique Σ appartenant au demi-espace de´fini par Σ : D > Πmaj(D)
n’appartient au domaine de re´sistance macroscopique. Par conse´quent, l’exploration d’un nombre
fini de directionsDk de R6 permet de de´finir une se´rie de demi-espaces Σ : Dk ≤ Πmaj(Dk) dont
l’intersection contient assure´ment le domaine de re´sistance macroscopique. Le contour de cette
intersection correspond a` l’enveloppe convexe de l’ensemble des hyperplans Σ :Dk = Πmaj(Dk).
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Contraintes A` chaque ite´ration i et en chaque voxel β, le multiplicateur de Lagrange λiβ =
∂πβ(e
i
β)/∂e appartient a` la frontie`re du crite`re de re´sistance dont πβ est la fonction d’appui.
Toutefois le champ de contrainte constant par voxel correspondant n’est a priori pas statiquement
admissible : il ne peut donc pas eˆtre directement utilise´ dans une approche statique du calcul a`
la rupture.
En revanche, le champ σ⋆ = C0 : d(u
i)+τ i−1 avec τ i−1 = λi−1−C0 : ei−1 est statiquement
admissible par construction de d(ui). Sa moyenne est connue exactement et vaut Σ⋆ = C0 :
D + τ i−1. Ce champ n’a plus la garantie de ve´rifier le crite`re de re´sistance local en tout point.
Pour palier ce proble`me, le champ σ⋆ peut eˆtre multiplie´ par une constante de sorte a` eˆtre
compatible avec le crite`re en tout point. Bien entendu, cette proce´dure ne peut se faire que de
fac¸on approche´e car on ne peut acce´der nume´riquement qu’a` la moyenne par voxel des champs.
A` cette approximation pre`s, la de´marche permettrait de construire un minorant de la contrainte
macroscopique supportable dans la direction donne´e par Σ⋆. Malheureusement, la strate´gie
propose´e n’est pas efficace en pratique. En effet, en tout point ou` d est nul, la contrainte est
inde´termine´e par la loi de comportement et λ est tre`s perturbe´.
Ainsi, la me´thode propose´e dans ce chapitre ne permet donc malheureusement pas de re´aliser
une approche par l’inte´rieur du domaine de re´sistance. Or un encadrement est toujours souhai-
table pour quantifier les e´carts au domaine exact induits par la discre´tisation et la re´solution
ite´rative. Toutefois, si l’on souhaite re´aliser un encadrement du domaine de re´sistance ho-
moge´ne´ise´, on peut se tourner vers la me´thode FFT propose´e par Vincent et al. [103] qui
correspond a` une approche statique par l’inte´rieur. Cette me´thode, comple´mentaire, n’a pas
e´te´ imple´mente´e car elle est plus lourde nume´riquement.
5.2.4 Re´solution l’e´quation non-line´aire
A` l’e´tape 2 de l’algorithme de Uzawa, l’e´quation tensorielle non line´aire (5.42) peut eˆtre
re´solue nume´riquement dans le cas ge´ne´ral, ou analytiquement dans certains cas particuliers
pre´sente´s ci-apre`s.
Inclusions rigides et pores
La situation ou` un voxel Ωβ est constitue´ d’une phase infiniment rigide peut eˆtre traite´e en
imposant que eiβ solution de (5.42) est nul. Dans le cas ou` un voxel Ωβ correspond a` un pore,
eiβ solution de (5.42) est e
i
β = d
i
β + C
−1
0 : λ
i−1
β .
Ces situations qui peuvent paraˆıtre triviales sont d’une grande importance : l’algorithme du
Lagrangien augmente´ propose´ par Michel et al. [66] permet de ge´rer les deux types de contrastes
infini (voir la de´monstration en Annexe E).
Crite`re de re´sistance fonction des deux premiers invariants
L’e´quation (5.42) devient
(C(ev, ed) + C0) : e = s avec s = C0 : d
(
ui
)
+ λi−1. (5.46)
Lorsque le milieu de re´fe´rence est isotrope, l’e´quation tensorielle peut se projeter sur les compo-
santes volumique et de´viatorique
(k(ev , ed) + k0)ev = sm ; (2µ(ev , ed) + 2µ0)ed = s
⋆
d (5.47)
ou` s⋆d est le scalaire positif ou ne´gatif tel que ed = edsd/s
⋆
d et sd = |s⋆d|. Examinons maintenant
quelques cas particuliers d’inte´reˆt pratique.
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Crite`re de re´sistance elliptique
A` titre d’exemple, prenons le cas d’un crite`re de re´sistance elliptique uniforme sur le voxel
conside´re´
f(σ) =
σ2m
a
+
σ2d
b
− 1. (5.48)
Dans le plan (σm, σd), la frontie`re du domaine G est une ellipse centre´e en 0 et d’axes
√
a suivant
σm,
√
b suivant σd. Sa fonction d’appui est
π(d) =
√
ad2v + bd
2
d. (5.49)
Les modules se´cants isotropes ve´rifient
k(dv , dd)
a
=
2µ(dv , dd)
b
=
1√
ad2v + bd
2
d
. (5.50)
Le syste`me (5.47) conduit a` une unique e´quation polynomiale d’ordre quatre en chaque point.
Le degre´ de cette e´quation polynomiale est re´duit a` deux a` la condition de choisir le milieu
de re´fe´rence tel que k0/a = 2µ0/b. Dans ce cas, la solution est
ed =
sd
2µ0
(
1−
√
a−1s2m + b
−1s2d
−1
)
; ev = ed
bsm
asd
(
si
k0
a
=
2µ0
b
)
(5.51)
Le signe de ed est ge´ne´ralement bien positif car s est la somme d’un terme λ qui est sur la
frontie`re de G et d’un terme C0 : d qui doit pointer vers l’exte´rieur de G a` convergence. L’e´tape
2 de l’algorithme de Uzawa (5.42) devient tre`s simple nume´riquement puisqu’elle se re´duit alors
a` calculer ei a` partir de s = C0 : d
(
ui
)
+ λi−1 comme suit
ei =
1
2µ0
(
1−
√
a−1s2m + b
−1s2d
−1
)(
b
3a
sm1+ sd
)
=
1
2µ0
(
1−
√
(1/a− 3/b)s2m + b−1s2
−1
)(( b
3a
− 1
)
sm1+ s
) (5.52)
Cette restriction sur le choix du milieu de re´fe´rence pre´sente un inte´reˆt particulier si toutes les
phases, hormis les e´ventuels pores ou inclusions rigides, ont des crite`res de re´sistance elliptiques
homothe´tiques. Si le crite`re elliptique est de´cale´, de fonction d’appui π(d) =
√
ad2v + bd
2
d − cev ,
il suffit de remplacer sm par sm + c dans (5.51).
Crite`re de re´sistance de Von Mises
Le crite`re de Von Mises peut eˆtre de´crit asymptotiquement comme un crite`re elliptique dans
la limite ou` a/b → ∞ [5]. La re´sistance en traction simple est alors σ0 =
√
3b/2. Le crite`re de
Von Mises s’e´crit
f(σ) = σd −
√
b. (5.53)
La fonction d’appui du crite`re de Von Mises est
π(d) =
{
+∞ si dv 6= 0√
bdd si dv = 0.
(5.54)
La condition de pertinence implique dv = 0. Sans restriction sur le milieu de re´fe´rence, le syste`me
(5.42) admet pour solution
ei(z) =


1
2µ0
(
1−
√
b
sd
)
sd si sd ≥
√
b
0 si sd ≤
√
b
(5.55)
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Re´gularisation du crite`re de re´sistance de Drucker-Prager
Le crite`re de Drucker-Prager est
f(σ) = σd + α(σm − h) (5.56)
ou` α est l’angle de frottement et h la re´sistance en traction isotrope. La fonction d’appui du
crite`re de Drucker-Prager est singulie`re :
π(d) =
{
+∞ si dv < αdd
hdv si dv ≥ αdd.
(5.57)
La fonction d’appui est re´gularise´e par une suite de potentiels
ψa(dv, dd) = fa(X) + hdv avec X = dv − αdd (5.58)
avec a un scalaire positif et fa une fonction convexe de classe C
2 de´finie sur ]−a; +∞[, strictement
de´croissante sur ]−a; 0[, nulle sur [0;+∞[, de limite +∞ en −a+. La loi de comportement fictive
du potentiel re´gularise´ est alors
σ =
∂ψa(dv, dd)
∂d
= f ′a(X)
(
1− αdd
dd
)
+ h1 (5.59)
Apre`s passage a` la limite a→ 0+ ([5] p. 133), f ′a(X) tend vers une valeur inde´termine´e F ≤ 0.
F est le multiplicateur de Lagrange de la liaison dv −αdd ≥ 0. La loi de comportement est alors
inde´termine´e :
σ = F
(
1− αdd
dd
)
+ h1 (5.60)
Deux situations doivent eˆtre conside´re´es :
– Si σ est sur le sommet du crite`re (σ = h1), alors d appartient au coˆne dv > αdd et F = 0.
– Si σ n’est pas sur le sommet du crite`re, alors d ve´rifie la liaison dv = αdd et F < 0.
Le syste`me d’e´quation (5.42) se se´pare donc en deux cas
si F < 0


ev = αed
h+ F + k0ev = sm
− αF + 2µ0ed = s⋆d
; si ev > αed


F = 0
h+ F + k0ev = sm
− αF + 2µ0ed = s⋆d
(5.61)
La solution est
si 2µ0(sm − h) ≤ αk0s⋆d :

ev = α
s⋆d + α(sm − h)
α2k0 + 2µ0
ed =
s⋆d + α(sm − h)
α2k0 + 2µ0
F = 2µ0(sm − h)− αk0s
⋆
d
α2k0 + 2µ0
;
si 2µ0(sm − h) ≥ αk0s⋆d :

ev =
sm − h
k0
ed =
s⋆d
2µ0
F = 0
(5.62)
Dans le premier cas, le signe de ed est ge´ne´ralement bien positif car le nume´rateur fait apparaˆıtre
le crite`re de Drucker Prager applique´ a` s. Or s est la somme d’un terme λ qui est sur la frontie`re
de G a` chaque ite´ration et d’un terme C0 : d qui doit pointer vers l’exte´rieur de G a` convergence.
Si, lors d’une ite´ration avant convergence, la formule conduit a` ed < 0, on impose nume´riquement
ed = ev = 0 pour l’ite´ration.
Le proble`me de cette formulation est que la contrainte moyenne est de signe variable tandis
que dv est toujours positif d’apre`s la re`gle de pertinence, ce qui revient a` travailler avec un
module de compression se´cant parfois ne´gatif. Alternativement, (5.60) peut eˆtre re´e´crit sous une
forme pre´contrainte σ = C(d) : d+σp(d)1 suivant [5], ou` C(d) est un tenseur de raideur isotrope
de modules strictement positifs et σp(d) une pre´contrainte isotrope.
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5.3 Re´sultats nume´riques
5.3.1 Crite`re de Von Mises
Bien que le crite`re de Von Mises soit ge´ne´ralement mieux adapte´ a` la description des me´taux
que des ge´omate´riaux, il fait l’objet d’une litte´rature plus abondante et sera donc utilise´ pour
valider la me´thode.
Pore carre´ en de´formations planes
Dans un premier temps, la re´sistance macroscopique d’un pore carre´ dans une matrice suivant
un crite`re de Von Mises est e´tudie´e en conditions aux limites pe´riodiques et de´formations planes.
Dans le cas ou` la porosite´ de ce mate´riau est supe´rieure a` 25%, le crite`re de re´sistance
macroscopique exact a e´te´ de´termine´ par Maghous [65]. Le me´canisme cine´matique optimal
fait intervenir une discontinuite´ du champ vitesse. Cet exemple est inte´ressant car il re´unit
trois difficulte´s nume´riques majeures qui peuvent limiter les performances de la me´thode FFT
propose´e
1. localisation du taux de de´formation,
2. raideur nulle pour rendre compte de la porosite´ (contraste infini),
3. module de compression infini pour ve´rifier l’incompressibilite´ (contraste infini).
Les directions de recherche explore´es sont donne´es par
D =
cos(θ)
2
1+
sin(θ)
2
(e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2) (5.63)
La frontie`re exacte du domaine de re´sistance macroscopique et son approche par l’exte´rieur par la
me´thode FFT sont pre´sente´es Fig. 5.1 pour une porosite´ de 25%. Deux grilles de discre´tisation
sont compare´es, une grossie`re de 322 pixels et une fine de 5122 pixels. La direction du taux
de de´formation macroscopique est incre´mente´e avec un pas angulaire de π/64 sur θ. Pour la
discre´tisation de 5122 pixels, chaque direction requiert un calcul d’environ deux minutes sur
un ordinateur de bureau basique, contre une seconde pour la discre´tisation de 322 pixels. Pour
les deux discre´tisations, l’enveloppe nume´rique reproduit convenablement la forme anguleuse du
crite`re. Pour la discre´tisation de 322 (resp. 5122) pixels, la surestimation de la re´sistance est
infe´rieure a` 11% (resp. 5%). La surestimation pour la grille de 5122 pixels, bien que mode´re´e,
est un peu de´cevante au vu de la finesse de la discre´tisation utilise´e. Elle est attribue´e a` l’im-
possibilite´ de prendre en compte efficacement la discontinuite´ de vitesse du me´canisme de ruine.
La localisation du taux de de´formation est illustre´e Fig. 5.2 pour un taux de de´formation ma-
croscopique D = 1/2(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) qui correspond a` une traction dans le plan.
Pore sphe´rique
Dans un second temps, la me´thode est teste´e en 3D pour la de´termination de la re´sistance
macroscopique d’un re´seau cubique de pores sphe´riques dans une matrice suivant un crite`re de
Von Mises.
Les directions explore´es sont donne´es par le taux de de´formation macroscopique suivant :
D =
cos(θd)
3
1+
√
2
3
sin(θd)
(
− cos(ωd + π
3
)e1 ⊗ e1 − cos(ωd − π
3
)e2 ⊗ e2 + cos(ωd)e3 ⊗ e3
)
=
cos(θd)
3
1+ sin(θd) (cos(ωd)s1 + sin(ωd)s2)
(5.64)
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Fig. 5.1: Pore carre´ : Crite`re exact (noir) et enveloppes par FFT (322 : rouge, 5122 : bleu).
avec la notation
s1 =
√
2
3
(
e3 ⊗ e3 − e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2
2
)
; s2 =
e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2√
2
(5.65)
Les tenseurs (1/3, s1, s2) forment une base de l’espace (e1 ⊗ e1,e2 ⊗ e2,e3 ⊗ e3), orthonorme´e
pour le produit doublement contracte´.
Cette forme de D est choisie de sorte que Dv = cos(θd) et Dd = | sin(θd)|. L’angle θd permet
donc de controˆler le taux de triaxialite´ du taux de de´formation macroscopique. L’angle ωd est
l’angle de Lode du taux de de´formation1, qui varie entre 0 et π/3. L’angle de Lode est ici relie´
au troisie`me invariant J3(D) du de´viateur du taux de de´formation par
J3(D) = I3(Dd) = det(Dd) =
√
3
2
D3d
9
cos(3ωd) (5.66)
Par syme´trie du proble`me pour le chargement (5.64), le tenseur des contraintes macrosco-
pique Σ sur le point de la frontie`re du domaine de re´sistance macroscopique dont la normale
est D est diagonal dans la meˆme base que le taux de de´formation. Le tenseur des contraintes
macroscopique peut donc se mettre sous la forme
Σ = Σm1+Σd1s1 +Σd2s2
avec Σd1 = Σ : s1 =
√
2
3
(
Σ33 − Σ11 +Σ22
2
)
; Σd2 = Σ : s2 =
Σ11 − Σ22√
2
(5.67)
Le tenseur des contraintes peut aussi eˆtre exprime´ a` l’aide du parame´trage suivant :
Σ = Σm1+
√
2
3
Σd
(
− cos(ω + π
3
)e1 ⊗ e1 − cos(ω − π
3
)e2 ⊗ e2 + cos(ω)e3 ⊗ e3
)
= Σm1+Σd (cos(ω)s1 + sin(ω)s2)
(5.68)
1L’angle de Lode est usuellement re´serve´ a` la description des contraintes dans l’espace des contraintes princi-
pales.
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(a) ε11 (b) grille 64
2 (c) grille 2562 (d) grille 10242
Fig. 5.2: Pore carre´ : localisation du me´canisme de ruine avec discontinuite´ de vitesse.
ou` ω est l’angle de Lode des contraintes. L’angle de Lode permet donc d’avoir une repre´sentation
polaire des contraintes dans un plan de´viateur de normale 1. Pour les parame´trages (5.64) et
(5.68) :
Σ :D = Σm cos(θd) + Σd sin(θd) cos(ω − ωd) (5.69)
Une grille de discre´tisation de 643 ≈ 2, 6.105 voxels est utilise´e. Dans un premier temps,
pour ωd = 0 et ωd = π/6 seulement, la direction du taux de de´formation macroscopique est
incre´mente´e avec un pas angulaire de π/128 sur θ. Pour chaque direction D, un calcul sur une
grille 643 prend environ une minute.
Les re´sultats obtenus pour une porosite´ de 4% sont compare´s Fig. 5.3 aux re´sultats
nume´riques e´tablis par Richelsen et Tvergaard [80] et Vincent et al. [103]. Pour mailler la cellule
de pe´riodicite´, les simulations par e´le´ments finis de [80] utilisent ≈ 3, 3.105 e´le´ments te´trae´driques
avec une interpolation line´aire. Les simulations par me´thode FFT de [103] sont re´alise´es sur une
grille de 1283 ≈ 2, 1.106 voxels. La me´thode FFT de [103] est comple´mentaire de la me´thode
propose´e dans ce chapitre car elle est base´e sur une approche statique par trajets de contraintes
radiaux. Aux erreurs de discre´tisation pre`s, elle fournit un minorant de la re´sistance macrosco-
pique. Cependant, elle est plus lourde a` mettre en oeuvre et les calculs sont allonge´es par rapport
a` la me´thode propose´e ici car elle requiert des incre´ments de chargement.
Signalons que le parame´trage (5.64) ne permet qu’une de´tection indirecte de l’effet de l’angle
de Lode des contraintes, puisque l’on impose en fait l’angle de Lode du taux de de´formation.
Toutefois, les re´sultats Fig. 5.3 attirent l’attention sur la de´pendance du crite`re de re´sistance ma-
croscopique au troisie`me invariant des contraintes, de meˆme que les re´sultats de [80, 103]. Dans le
cas ωd = 0, on montre par la suite que ω = 0 donc une comparaison aux re´sultats de [80, 103] est
possible. L’e´cart est mode´re´ dans ce cas, et les re´sultats de la me´thode cine´matique contiennent
bien ceux de la me´thode statique. Pour ωd = π/6, la courbe est parfaitement syme´trique en
traction/compression, tandis qu’une le´ge`re asyme´trie apparait pour ωd = 0. Signalons qu’il a e´te´
remarque´ dans Vincent et al. [103] que les me´canismes de ruine sont plus localise´s pour ω = π/6
(donc J3 = 0) que dans le cas axisyme´trique (ω = 0). Comme remarque´ par Richelsen et Tver-
gaard [80], le mode`le de sphe`re creuse propose´ par Gurson [46] surestime le domaine de re´sistance
du milieu pe´riodique avec pores sphe´riques. Notamment, la re´sistance en traction/compression
isotrope est surestime´e par le mode`le de Gurson d’environ 20% pour une porosite´ de 4%. Par
ailleurs, le mode`le de Gurson ne fait pas intervenir de de´pendance au troisie`me invariant des
contraintes.
Pour e´tudier de fac¸on plus syste´matique l’effet de l’angle de Lode, une se´rie de calculs est
re´alise´e pour balayer toutes les directions dans l’espace (D11,D22,D33) avec un pas angulaire
de π/60 sur θd et ωd. Le syste`me d’ine´galite´s re´sultant permet de de´finir un polyhe`dre convexe
qui approche le crite`re de re´sistance macroscopique par l’exte´rieur. Ce polyhe`dre posse`de une
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Fig. 5.3: Pore sphe´rique, coupes dans le plan contrainte/moyenne de´viateur pour les angles Lode
ωd = 0 (bleu) ou π/6 (rouge).
syme´trie centrale par rapport a` l’e´tat de contrainte nul et une syme´trique ternaire (pe´riode 2π/3
sur ωd) car les directions e1, e2 et e3 jouent le meˆme roˆle. Les coupes de ce polyhe`dre par
des plans Σm constant Fig. 5.4 montrent que la re´sistance de´viatorique de´pend de J3. Il est
inte´ressant de remarquer la transition d’un crite`re sur Σd avec une syme´trie hexagonale pour
Σm = 0 a` un crite`re avec syme´trie ternaire pour |Σm| e´leve´. Il serait inte´ressant de re´aliser la
meˆme e´tude pour une porosite´ plus faible (1 ou 2 %) pour de´terminer si l’effet du troisie`me
invariant des contraintes n’est pas induit par les conditions aux limites pe´riodiques. Cependant,
l’effet du troisie`me invariant a aussi e´te´ observe´ sur le mode`le de sphe`re creuse, notamment par
Revil-Baudard et Cazacu [79], ce qui laisse a` penser qu’il est inhe´rent aux mate´riaux poreux avec
une matrice de Von Mises et non la seule conse´quence des conditions aux limites pe´riodiques.
5.3.2 Crite`re elliptique
Le crite`re elliptique (5.48) est d’un inte´reˆt particulier car il sera adopte´ au chapitre 6 pour
de´crire la re´sistance de la matrice argileuse (a` un de´calage pre`s suivant σm). Dans cette partie,
on s’inte´resse a` un mate´riau constitue´ d’une matrice argileuse caracte´rise´ par un domaine de
re´sistance elliptique, renforce´ par des inclusions de silts (silice, carbonates, pyrite) suppose´s
infiniment plus re´sistants. Dans un premier temps, les inclusions et la matrice sont suppose´s en
adhe´rence parfaite. Le chapitre 6 sera de´die´ a` la prise en compte d’interfaces imparfaites.
En vertu de cette adhe´rence parfaite et du caracte`re infiniment re´sistant des inclusions, si le
domaine de re´sistance elliptique de la matrice est de´centre´ d’une valeur c le long de l’axe σm,
alors il en est de meˆme pour Ghom. Autrement dit, il suffit de conside´rer le cas ou` le domaine
de re´sistance elliptique de la matrice est centre´ a` l’origine (comme dans (5.48)), de re´aliser
l’homoge´ne´isation, puis de de´caler Ghom de c le long de l’axe Σm.
Pour simplifier, les inclusions sont suppose´es sphe´riques et disjointes. Afin de balayer une
grande gamme de fraction volumique d’inclusions ρ, les sphe`res sont dispose´es suivant un
re´seau cubique faces centre´es (CFC). Sauf mention, les calculs sont re´alise´s sur une grille de
discre´tisation de 643 voxels. Le chargement est effectue´ suivant le parame´trage de´fini par (5.64)
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Fig. 5.4: Pore sphe´rique dans matrice de Von Mises (porosite´ 4%), coupes dans des plans Σm
constant (en compression) : effet de l’angle de Lode des contraintes ω pour diffe´rentes valeurs
de −Σm/Σmaxm .
avec un pas angulaire de π/60 sur θ et ω.
Dans un premier temps, un calcul pre´liminaire a e´te´ conduit pour une densite´ e´leve´e d’in-
clusions de 51, 2% et les valeurs a=53,4 ; b=33,4 (MPa) pour le domaine de re´sistance de la
matrice argileuse. Ces valeurs sont suppose´es repre´sentatives pour une argilite d’apre`s les com-
paraisons avec des donne´es expe´rimentales (voir Chapitre 8). L’enveloppe obtenue par l’approche
cine´matique est repre´sente´e Fig. 5.5 dans l’espace (Σ11,Σ22,Σ33). Elle pre´sente une allure el-
lipso¨ıdale mais tronque´e aux extre´mite´s pour |Σm| e´leve´. Des coupes de cette enveloppe par des
plans Σm=constante ont e´te´ re´alise´es pour e´tudier l’effet de l’angle de Lode, pour des valeurs
de Σm/Σ
max
m comprises entre 0 et 0,95.
Dans un second temps, une e´tude parame´trique plus de´taille´e est re´alise´e. Les meˆmes types
de calculs sont mene´s pour des rapports d’aspect du domaine de re´sistance de la matrice ar-
gileuse a/b = 1, 10 et 100. Deux fractions volumiques d’inclusions sont e´tudie´es : 10% et 40%
de renforcement. Par souci de lisibilite´, seules des coupes par des plans Σm=constante sont
pre´sente´es Fig. 5.6. Cette e´tude indique que le domaine de re´sistance macroscopique pre´sente
une de´pendance accrue vis a` vis de l’angle de Lode lorsque le rapport d’aspect a/b du domaine
de re´sistance de la matrice argileuse est faible, ainsi qu’aux fortes fractions volumiques ρ d’in-
clusions. En revanche, lorsque le crite`re de la matrice se rapproche du crite`re de Von Mises
(a/b e´leve´), l’angle de Lode ne joue pas un roˆle significatif. Si l’on en juge d’apre`s la fraction
volumique, on peut noter que les inclusions rigides induisent un effet du troisie`me invariant
nettement moins marque´ que les pores.
Par ailleurs, une e´tude de l’e´volution des contraintes moyenne et de´viatorique maximales en
fonction de ρ et de a/b est pre´sente´e Fig. 6.8 au chapitre 6, en comparaison avec les re´sultats
analytiques e´tablis au chapitre 6.
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Fig. 5.5: Ghom pour un re´seau CFC d’inclusions rigides sphe´riques dans matrice elliptique
(a=53,4 ; b=33,4 ; ρ=0,512). (a) Approche par l’exte´rieur dans l’espace (Σ11,Σ22,Σ33). (b)
Coupes deGhom par des plans Σm constant (en traction) : effet de l’angle de Lode pour diffe´rentes
valeurs de Σm/Σ
max
m .
5.3.3 Crite`re de Drucker Prager
La me´thode propose´e rencontre des difficulte´s lors de son application au crite`re de Drucker-
Prager. L’algorithme de Uzawa ne converge pas toujours ou converge tre`s lentement, en parti-
culier lorsque l’angle de frottement est e´leve´. Des re´sultats cohe´rents avec les calculs de [76] en
pre´sence d’un pore sphe´rique n’ont e´te´ obtenus que dans le cas d’un angle de frottement faible.
Ce constat d’e´chec nume´rique s’explique par les re´sultats e´tablis en annexe E sur les valeurs
propres de l’ope´rateur de re´currence associe´ au solveur ite´ratif utilise´. Pour le solveur ite´ratif de
Uzawa applique´ au sche´ma base´ sur le lagrangien augmente´, la convergence n’est assure´e que si
les modules se´cants sont du meˆme signe que ceux du milieu de re´fe´rence. Cependant, le module
de compression associe´ au crite`re de Drucker-Prager est de signe variable. En effet, la re`gle de
normalite´ impose que dv soit positif, tandis que la contrainte moyenne peut eˆtre positive ou
ne´gative suivant la valeur de F dans (5.60). Au contraire, pour le crite`re elliptique, les modules
se´cants sont toujours positifs. Il serait inte´ressant d’e´tudier un sche´ma de re´solution alternatif
base´ sur la formulation pre´contrainte de (5.60) avec une raideur non line´aire de´finie positive.
Ce chapitre a permis de rappeler les principes de l’homoge´ne´isation des proprie´te´s de
re´sistance et une strate´gie de caracte´risation de la frontie`re du domaine de re´sistance macro-
scopique via la re´solution d’un proble`me visqueux non line´aire fictif. Cette strate´gie a e´te´ mise
a` profit pour proposer une me´thode nume´rique originale pour l’homoge´ne´isation des proprie´te´s
de re´sistance en conditions aux limites pe´riodiques. La me´thode, base´e sur les sche´mas de type
FFT en e´lasticite´ non line´aire, pre´sente l’avantage d’eˆtre tre`s efficace en comparaison avec des
calculs e´lasto-plastiques et surtout adapte´e aux ge´ome´tries complexes puisqu’elle ne ne´cessite
pas de maillage. L’efficacite´ de la me´thode a rapidement permis de de´terminer les frontie`res de
domaines de re´sistances macroscopiques pour des sollicitations triaxiales vraies sur des cellules
pe´riodiques compose´es de pores ou d’inclusions infiniment re´sistantes plonge´es dans une ma-
trice avec un crite`re de Von Mises ou elliptique. Cette e´tude a permis d’exhiber un net effet du
troisie`me invariant du tenseur des contraintes macroscopique dans certaines situations.
Pour continuer cette e´tude, nous envisageons d’effectuer des calculs par FFT directement
sur la microstructure de l’argilite obtenue au microtomographe par Robinet et al. [81]. L’ab-
sence de maillage sera alors particulie`rement utile. La seule limitation est la taille de la grille
de discre´tisation, qui est conditionne´e par la me´moire vive disponible. A` titre indicatif, seuls
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Fig. 5.6: Coupes de ∂Ghom par des plans Σm constant (traction) : effet de l’angle de Lode pour
diffe´rentes valeurs de Σm/Σ
max
m . Pointille´s : cercle unite´
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3 Go de me´moire vive sont ne´cessaires pour un calcul sur une grille 2563 voxels. Pour une
telle discre´tisation les calculs sont bien entendu aussi plus longs, de l’ordre de quelques heures
pour une direction de chargement sur un ordinateur basique actuel, ce qui limite le nombre de
directions de chargement que l’on peut explorer.
Citons quelques limitations majeures de la me´thode et pistes de recherche a` explorer.
Comme toute me´thode nume´rique type FFT en me´canique, l’utilisation d’une grille re´gulie`re
ne permet pas de raffiner localement la discre´tisation ni d’explorer efficacement des me´canismes
cine´matiques avec discontinuite´s, qui sont pourtant essentiels. En outre, elle n’a e´te´ applique´e
qu’a` des crite`res suffisamment re´guliers. Il serait inte´ressant de voir si la me´thode permet aussi de
traiter des domaines de re´sistance micro dont la frontie`re pre´sente des points anguleux (Tresca,
Mohr-Coulomb). Enfin, les crite`res de type frottant soule`vent des difficulte´s nume´riques lie´es au
signe du module de compression se´cant fictif.
* *
*
Chapitre 6
Crite`re de re´sistance avec effets
d’interfaces
Re´sume´ : L’objet de ce chapitre est de proposer une mode´lisation microme´canique du
crite`re de re´sistance (ductile) d’une roche argileuse. Le mode`le retenu pour l’argile (transition
micro→me´so) est un polycristal de pores et de grains rigides dont l’interface grain-grain est
re´gie par un crite`re de re´sistance de Mohr-Coulomb. A` l’e´chelle supe´rieure, le renforcement
de la matrice argileuse par des inclusions (transition me´so→macro) est e´tudie´ dans le cas ou`
les inclusions sont conside´re´es rigides. Afin de de´terminer l’impact sur le crite`re de re´sistance
macroscopique de proprie´te´s d’interfaces de´grade´es entre inclusion et matrice, trois cas sont
conside´re´s : les interfaces matrice-inclusion sont conside´re´es soit parfaites, soit re´gies par un
crite`re de re´sistance de Tresca ou de Mohr-Coulomb.
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6.1 Mode`le microme´canique de la re´sistance d’une roche argi-
leuse
6.1.1 Morphologie retenue
Le mode`le morphologique retenu pour de´crire la re´sistance de certaines roches argileuses
est le mode`le a` trois e´chelles (micro, me´so, macro) pre´sente´ Fig. 6.1. Ce chapitre se concentre
sur la de´termination du crite`re de re´sistance macroscopique par transition me´so→macro (voir
Fig. 6.1), mettant a` profit pour la matrice argileuse les re´sultats de la transition micro→me´so
e´tablis par He et al. [51].
Dans les travaux pre´ce´dents de He et al. [51], la matrice argileuse est de´crite a` l’e´chelle micro
comme un assemblage poly-cristallin de grains - qui repre´sentent les paquets de feuillets d’argile
- et de pores. La particularite´ de ce mode`le est de proposer que la re´sistance de la matrice
argileuse est controˆle´e par la re´sistance des interfaces entre grains, tandis que les grains sont
suppose´s infiniment plus re´sistants.
L’effet de renforcement du crite`re de re´sistance d’un mate´riau argileux occasionne´ par la
pre´sence d’inclusions (carbonates, quartz, pyrite) fortement plus rigides est maintenant e´tudie´.
Une attention particulie`re est porte´e sur l’effet d’une imperfection des interfaces entre les inclu-
sions et la matrice.
A` l’e´chelle micro, un volume e´le´mentaire repre´sentatif (VER) Ωm de la matrice est introduit
(voir Fig. 6.1). Il comporte des pores occupant l’espace Ωp et des grains rigides occupant l’espace
Ωg. La porosite´ de la matrice argileuse est φ = |Ωp|/|Ωm|. Les grains sont jointifs et on note
Γg l’union de toutes les interfaces entre grains. La surface spe´cifique des interfaces entre grains,
homoge`ne a` l’inverse d’une longueur, est γg = |Γg|/|Ωm|.
A` l’e´chelle me´so, un VER Ω de mate´riau argileux renforce´ est conside´re´. Le mate´riau renforce´
est constitue´ de la matrice argileuse qui occupe le domaine Ωm et d’inclusions. Les inclusions
occupent le domaine Ωi, de fraction volumique ρ = |Ωi|/|Ω|. L’union de toutes les interfaces
entre inclusions et matrice est note´e Γi. La surface spe´cifique des interfaces entre inclusions et
matrice est γi = |Γi|/|Ω|. La porosite´ du mate´riau argileux renforce´ est Φ = (1− ρ)φ.
6.1.2 Proprie´te´s des constituants
Matrice argileuse
Le crite`re de re´sistance de´termine´ par He et al. [51] est adopte´ pour la matrice argileuse a`
l’e´chelle me´so. Il repose sur le choix d’un crite`re de re´sistance d’interface fΓg frottant de Mohr-
Coulomb avec cohe´sion portant sur le vecteur contrainte applique´ a` l’interface entre les grains a`
l’e´chelle micro :
fΓg(T ) = Tt + αg(Tn − hg) 6 0, (6.1)
ou` hg est la re´sistance en traction isotrope des interfaces entre grains et αg l’angle de frottement.
Le caracte`re granulaire de la matrice est rendu compte par un assemblage auto-cohe´rent de
grains sphe´riques rigides de rayon r0 et de pores sphe´riques.
La surface spe´cifique des interfaces entre grains, tous identiques, est caracte´rise´e par
γg =
3λ
2r0
, (6.2)
ou` λ est la fraction de contact grain a` grain. Dans la suite, suivant [62] sous certaines hypothe`ses
de re´partition spatiale des grains, la fraction de contact grain a` grain est suppose´e caracte´rise´e
par :
λ = (1− φ)2(1− 2φ). (6.3)
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Fig. 6.1: Repre´sentation aux e´chelles micro et me´so du mode`le microme´canique retenu d’une
roche argileuse. Du point de vue de la re´sistance, a` l’e´chelle micro, les grains (Ωg) sont suppose´s
rigides et les interfaces grain-grain (Γg) re´gies par un crite`re de re´sistance de Mohr-Coulomb.
Le mate´riau granulaire re´sultant forme la matrice argileuse (Ωm) a` l’e´chelle me´so. A` l’e´chelle
me´so, la matrice argileuse est renforce´e par des inclusions (Ωi) suppose´es rigides. Trois types
de crite`res de re´sistance aux interfaces matrice-inclusion (Γi) sont e´tudie´s : parfait, Tresca ou
Mohr-Coulomb.
La forme du crite`re de re´sistance homoge´ne´ise´ de la matrice argileuse de´pend de la porosite´.
Les re´sultats font appel aux modules normalise´s :
M = 1− 2φ
3φ− 1 ; K = 4M
1 − φ
3φ
. (6.4)
Re´gime de porosite´ 1/3 < φ < 1/2 :
La forme du crite`re de re´sistance homoge´ne´ise´ de la matrice argileuse de´pend du parame`tre
adimensionnel
δ =
3α2gK
2λ
. (6.5)
– cas δ < 1 :
Le domaine de re´sistance de la matrice argileuse est compris dans une ellipse dans le plan
(σm, σd) de´crite par le crite`re de re´sistance fm
fm(σ) =
(σm + c)
2
a
+
σ2d
b
− 1 ≤ 0 (6.6)
avec
a =
(
hgλ
1− δ
)2
δ ; b = (hgλ)
2 2δM
(1− δ)K ; c = hgλ
δ
1− δ (6.7)
– cas δ > 1 :
La frontie`re du domaine de re´sistance est de´finie dans le plan (σm, σd) par l’hyperbole
fm(σ) =
(σm + c)
2
a
− σ
2
d
b
− 1 ≤ 0 (6.8)
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Dans ce cas, −c repre´sente la re´sistance en traction isotrope. Asymptotiquement, ce crite`re
tend vers un crite`re de Drucker-Prager
fm(σ) = σd +
√
b
a
(σm + c) ≤ 0 (6.9)
– cas δ = 1 :
Pour une valeur d’angle de frottement αg donne´e, la transition d’un crite`re de re´sistance
elliptique a` hyperbolique se fait pour une valeur de porosite´ critique φcrit telle que δ = 1.
Si φ > φcrit, le crite`re est elliptique ; si φ < φcrit, le crite`re est hyperbolique. Lorsque la
relation (6.3) est utilise´e, la porosite´ critique ve´rifie
φcrit(1− φcrit)(3φcrit − 1) = 2α2g. (6.10)
Dans le cas δ = 1, le crite`re est parabolique :
fm(σ) =
σm
a⋆
+
σ2d
b⋆
− 1 ≤ 0 avec a⋆ = hλ
2
; b⋆ =
(hλ)22δM
K (6.11)
Re´gime de porosite´ 0 < φ < 1/3 :
Le crite`re de re´sistance est toujours
fm(σ) = σm − λh ≤ 0 (6.12)
Notons qu’il est remarquable que ce crite`re adopte´ pour la matrice argileuse pre´sente une
telle diversite´ de formes (voir Fig. 6.2) pour un nombre extreˆmement restreint de parame`tres
physiques :
– la porosite´ φ,
– la re´sistance en traction hg des interfaces,
– l’angle de frottement αg des interfaces.
L’existence d’une porosite´ critique φcrit de´finie par (6.10) entraˆıne une grande sensibilite´ du
crite`re elliptique (6.6) aux valeurs de porosite´ tre`s le´ge`rement supe´rieures a` φcrit (voir Fig. 6.3).
Le rapport d’aspect de l’ellipse diverge a` l’infini lorsque la porosite´ tend vers φcrit par valeurs
positives, tandis qu’il est de l’ordre de 0,5 a` 2 pour une porosite´ de seulement 1 a` 2 % au dessus
de φcrit.
Dans la suite, les proprie´te´s de la matrice argileuse seront toujours suppose´es telles que le
crite`re de re´sistance fm soit elliptique, de´crit par (6.6). Ce choix permet d’une part de rendre
compte d’une re´sistance en compression isotrope. D’autre part, en anticipant la relecture plas-
tique du crite`re au chapitre 7, seul ce cas elliptique permettra de rendre compte de taux de
de´formation dilatants et contractants.
Inclusions
Dans cette e´tude, les inclusions sont suppose´es infiniment rigides, ce qui revient a` dire qu’elles
peuvent supporter un e´tat de contrainte arbitrairement e´leve´ en comparaison avec la matrice
argileuse. Le crite`re de re´sistance des inclusions peut eˆtre vu comme la limite
fi(σ) = lim
R→∞
(
σ2m + σ
2
d −R2
)
6 0. (6.13)
Interfaces entre matrice et inclusions
Les interfaces entre matrice et inclusions jouent un roˆle critique sur le crite`re de re´sistance
macroscopique, en modulant l’effet de renfort apporte´ par les inclusions rigides. Les interfaces
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Fig. 6.2: E´volution du crite`re de re´sistance de la matrice argileuse en fonction de la porosite´ φ
pour hg = 92,86 et αg = 0,055 (soit φ
crit ≈ 0,342 d’apre`s (6.10)). Le crite`re est : elliptique (6.6)
pour φcrit < φ < 1/2, parabolique (6.11) pour φ = φcrit, hyperbolique (6.8) pour 1/3 < φ < φcrit
et une limite uniforme sur la traction isotrope (6.12) pour 0 < φ < 1/3.
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Fig. 6.3: E´volution du crite`re de re´sistance de la matrice argileuse dans le re´gime elliptique (6.7)
en fonction de la porosite´ φ pour hg = 92,86 et αg = 0,055 (soit φ
crit= 0,342 d’apre`s (6.10)).
A` l’approche de la porosite´ critique, le crite`re de re´sistance devient extreˆmement sensible a` la
porosite´.
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imparfaites peuvent eˆtre caracte´rise´es par un crite`re de re´sistance d’interface portant sur le
vecteur contrainte applique´ sur l’interface. Trois types de crite`res de re´sistance d’interface fΓi
sont ici conside´re´s : interfaces parfaites (fpa), crite`re de Tresca (ftr) ou crite`re de Mohr-Coulomb
(fmc).
Interfaces parfaites Dans le cas ou` les interfaces entre matrice et inclusions sont suppose´es
parfaites, le vecteur contrainte applique´ a` l’interface n’est soumis a` aucune restriction :
fpa(T ) = lim
R→∞
(
T 2n + T
2
t −R2
)
6 0. (6.14)
Cette situation ide´ale correspond a` une adhe´rence parfaite entre la matrice et les inclusions.
Interfaces Tresca Le crite`re d’interface de Tresca suppose que la composante tangentielle du
vecteur contrainte T applique´ a` l’interface est borne´e par une re´sistance tangentielle k :
ftr(T ) = Tt − k 6 0. (6.15)
Le crite`re d’interface de Tresca n’introduit pas de diffe´rence entre les e´tats de compression et
les e´tats de traction.
Interfaces Mohr-Coulomb Le crite`re d’interface de Mohr-Coulomb introduit une sensibilite´
en la composante normale du vecteur contrainte. Il permet de rendre compte d’un contact
frottant avec cohe´sion. De meˆme que pour les interfaces entre grains a` l’e´chelle micro, le crite`re
de Mohr-Coulomb des interfaces entre matrice et inclusions est caracte´rise´ par un angle de
frottement αi et une re´sistance en traction hi :
fmc(T ) = Tt + αi(Tn − hi) 6 0, (6.16)
6.2 E´quations d’e´tat limite
6.2.1 Me´thodologie
L’objectif est de de´terminer le crite`re de re´sistance macroscopique de la roche argileuse
renforce´e. La me´thodologie pre´sente´e au chapitre 5 est brie`vement re´sume´e afin d’inclure le cas
d’une imperfection des interfaces entre les constituants.
De´finition statique Un e´tat de contrainte macroscopique Σ applique´ au VER Ω est dit
admissible pourvu qu’il existe un champ de contrainte microscopique σ(z) (a` l’e´chelle me´so)
de´fini sur le VER Ω remplissant les conditions suivantes [28, 93] :
divσ = 0 (∀z ∈ Ω)
σ(z) ∈ G(z) (∀z ∈ Ω)
σ = Σ
(6.17)
ou` G(z) est le domaine des e´tats de contrainte microscopiques admissibles en un point z du
VER Ω. L’ensemble des e´tats de contrainte macroscopiques admissibles est note´ Ghom.
Le domaine Gm des e´tats de contrainte admissibles de la matrice argileuse est de´fini par le
crite`re de re´sistance fm(σ) (6.6) tel que :
σ ∈ Gm ⇔ fm(σ) 6 0.
Rappelons que les inclusions sont suppose´es infiniment re´sistantes. Suivant le passage a` la limite
propose´ dans (6.13), le domaine Gi des e´tats de contraintes admissibles des inclusions peut eˆtre
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vu dans l’espace des contraintes principales comme la limite d’une sphe`re de rayon R → ∞
centre´e a` l’origine. Le domaine GΓi des vecteurs contraintes applique´s a` l’interface matrice-
inclusion admissibles est de´fini par
T ∈ GΓi ⇔ fΓi(T ) 6 0.
De´finition duale De fac¸on e´quivalente, les domaines Gm, Gi et GΓi peuvent eˆtre caracte´rise´s
par leur fonctions d’appui [34, 83]. Cette repre´sentation est appele´e formulation duale.
La fonction d’appui πm(d) du crite`re de re´sistance de la matrice est de´finie par
πm(d) = sup{σ : d, fm(σ) 6 0},
ou` l’interpre´tation physique de d et πm(d) est un taux de de´formation virtuel et la dissipation
associe´e.
De fac¸on similaire, la fonction d’appui πΓi(JvK) du crite`re de re´sistance d’interface est de´finie
par
πΓi(JvK) = sup{T : JvK, fΓi(T ) 6 0},
ou` l’interpre´tation physique de JvK et πΓ(JvK) est un saut de vitesse a` travers l’interface et la
dissipation associe´e.
Du point de vue pratique, l’utilisation directe de la de´finition (6.17) pour la de´termination
de Ghom est de´licate. Alternativement, la frontie`re ∂Ghom du domaine des e´tats de contrainte
macroscopiques admissibles peut eˆtre obtenue en re´solvant le proble`me proble`me suivant de´fini
sur le VER Ω [6, 60] :
divσ = 0 (Ω)
σ =
∂πm
∂d
(Ωm)
T =
∂πΓi
∂JvK
(Γi)
σ = Ci : d (Ωi) with Ci →∞
v(z) =D · z (∂Ω)
d = gradsv (Ω)
(6.18)
Ce proble`me peut eˆtre interpre´te´ comme un proble`me visqueux non line´aire fictif ou` σ est le
champ de contrainte local et v le champ de vitesse local. Le re´sultat the´orique important est que
l’e´tat de contrainte macroscopique Σ, relie´ a` σ par la re`gle de moyenne des contraintes Σ = σ,
appartient a` la frontie`re ∂Ghom du domaine des e´tats de contrainte macroscopiques admissibles.
Plus pre´cise´ment, il est situe´ au point de ∂Ghom dont la normale exte´rieure est coline´aire au
taux de de´formation macroscopique D.
Ainsi, la de´termination de la frontie`re ∂Ghom du domaine des e´tats de contrainte macrosco-
piques admissibles revient a` la re´solution du proble`me visqueux non line´aire fictif (6.18). Les
lois de comportement visqueux non line´aire fictives de chaque phase sont de´finies a` partir des
de´rive´es de leur fonction d’appui.
6.2.2 Lois de comportement visqueux non line´aire fictives
Cette section est de´die´e a` l’e´tablissement des lois de comportement visqueux non line´aire
fictives de la matrice argileuse et des interfaces.
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Matrice argileuse
Dans le plan (σm, σd), la frontie`re de Gm est une ellipse de demi-axes
√
a suivant σm et
√
b
suivant σd centre´e en (−c, 0), ou` a et b sont de´finis par (6.7). La fonction d’appui du crite`re de
re´sistance fm (6.6) de la matrice argileuse est la fonction de la variable tensorielle d
πm(d) =
√
ad2v + bd
2
d − cdv (6.19)
ou` seuls interviennent les deux premiers invariants du taux de de´formation : les taux de
de´formation volumique dv et de´viatorique dd.
Par de´rivation de la fonction d’appui πm (6.19), la loi de comportement fictive de la matrice
argileuse est e´crite suivant une formulation se´cante avec pre´contrainte
σ =
∂πm
∂d
= Cm : d+ σ
p, (6.20)
avec
Cm = 3kmJ+ 2µmK ; σ
p =− c1,
km =
a√
ad2v + bd
2
d
; 2µm=
b√
ad2v + bd
2
d
. (6.21)
Interfaces de Tresca
La fonction d’appui du crite`re de Tresca (6.15) est [83]
πtr(JvK) =
{
+∞ si JvnK 6= 0,
kJvtK si JvnK = 0.
(6.22)
Cette fonction d’appui est fortement singulie`re et non de´rivable. Elle n’est donc pas adapte´e pour
une imple´mentation directe de la de´finition de la loi de comportement fictive par de´rivation. En
suivant [5, 86], la frontie`re du domaine des vecteurs contraintes admissibles pour le crite`re de
Tresca peut eˆtre vue comme la limite d’une suite d’ellipses dans le plan (Tn, Tt) qui correspondent
aux crite`res de re´sistance d’interface
ftr(T , L) =
(
Tn
L
)2
+
(
Tt
k
)2
− 1 6 0, (6.23)
dans la limite ou` L/k tend vers l’infini. La fonction d’appui du crite`re re´gularise´ ftr(T , L) (6.23)
est
πtr(JvK, L) =
√
(LJvnK)2 + (kJvtK)2. (6.24)
Les fonctions d’appui de cette suite sont de´rivables en tout point. La loi de comportement fictive
associe´e s’e´crit sous la forme se´cante
T =
∂πtr(JvK, L)
∂JvK
=K(JvK, L) · JvK = Kn(JvK, L)JvnKn+Kt(JvK, L)JvtK, (6.25)
ou` JvnK et JvtK sont les composantes normales et tangentielles du saut de vitesse virtuel a` travers
l’interface. Les modules se´cants normal Kn et tangentiel Kt qui apparaissent dans (6.25) sont :
Kn(JvK, L) =
L2√
(LJvnK)2 + (kJvtK)2
; Kt(JvK, L) =
k2√
(LJvnK)2 + (kJvtK)2
. (6.26)
Dans la limite L/k →∞ :
– les composantes de la raideur d’interface ve´rifient Kn/Kt →∞,
– le saut de vitesse normal JvnK→ 0,
– un saut de vitesse tangentiel JvtK est autorise´,
– la raideur d’interface tangentielle Kt → k/JvtK.
Ainsi, la re`gle de normalite´ JvnK = 0 est ve´rifie´e asymptotiquement.
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Interfaces de Mohr-Coulomb
La fonction d’appui du crite`re de Mohr-Coulomb (6.16) est [83]
πmc(JvK) =
{
+∞ si JvnK < αJvtK
hJvnK si JvnK > αJvtK.
(6.27)
Cette fonction d’appui est fortement singulie`re. De nouveau, l’application de la de´finition de la
loi de comportement fictive par une de´rivation directe n’est pas possible. A` cet effet, suivant
[51, 64], la fonction d’appui (6.27) peut eˆtre re´gularise´e par une suite de potentiels
ψj(JvK) = fj(Y ) + hJvnK avec Y = JvnK− αJvtK. (6.28)
Le scalaire positif j va eˆtre amene´ a` tendre vers 0. fj est une suite de fonctions convexes de
classe C2 de´finies sur ]− j,+∞[ telles que
– fj(Y ) = 0 si Y > 0,
– fj de´croissante sur ]− j, 0],
– limY→−j+ fj(Y ) = +∞.
Ainsi, lorsque j tend vers 0, la suite de potentiels ψj tend vers la fonction d’appui πmc du crite`re
d’interface de Mohr-Coulomb. La loi de comportement fictive associe´e au potentiel re´gularise´ est
T =
∂ψj
∂JvK
=
∂ψj
∂JvnK
n+
∂ψj
∂JvtK
t. (6.29)
En introduisant la fonction F(Y ) = ∂ψj
∂Y
, qui est ne´gative ou nulle, la loi de comportement se
re´e´crit
T = F(Y )(n− αt) + hn. (6.30)
Par conse´quent, pour T 6= hn, l’ine´galite´ stricte F(Y ) < 0 est ne´cessairement ve´rifie´e et donc
Y ∈] − j; 0[. Asymptotiquement, la re`gle de normalite´ JvnK = αJvtK est ve´rifie´e lorsque j tend
vers 0. Ce re´sultat est un point important de la technique de re´gularisation de´crite car il indique
que la re`gle de normalite´ dans les interfaces est correctement prise en compte.
Afin d’utiliser des raideurs d’interfaces tangentielle et normale positive, la loi de comporte-
ment est e´crite sous une forme affine :
T =K(JvnK, JvtK) · JvK+ T p(JvnK, JvtK). (6.31)
ou`
Kn =
F
Y
; Kt = −αF
JvtK
; T p =
(
h− αF
Y
JvtK
)
n. (6.32)
Asymptotiquement, les raideurs d’interfaces ve´rifient
lim
j→0
Kt
Kn
= lim
j→0
−αY
vt
= 0 et lim
j→0
T p
Kn
= −αvt. (6.33)
6.3 Homoge´ne´isation line´aire et non line´aire
Comme rappele´ dans la section 6.2.1, l’approche duale pour l’analyse limite ame`ne a` la
de´finition d’un proble`me fictif visqueux non line´aire (6.18). Une estimation de la solution de ce
proble`me est maintenant recherche´e par le biais des me´thodes d’homoge´ne´isation base´es sur la
solution de proble`mes d’Eshelby. Dans ce cadre, la me´thode se´cante modifie´e (voir par ex. [94])
fournit une technique efficace pour ge´rer la non line´arite´. La me´thode repose sur la solution
d’un proble`me d’homoge´ne´isation line´aire ainsi que sur le calcul d’estimateurs moyens par phase
approprie´s.
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6.3.1 Homoge´ne´isation line´aire
Cette section est de´die´e a` la re´solution du proble`me d’homoge´ne´isation line´aire requis pour
la me´thode se´cante modifie´e. De plus, des estimateurs moyens par phase du taux de de´formation
dans la matrice et du saut de vitesse a` travers les interfaces matrice-inclusions sont e´tablis. Il
convient de noter que, bien qu’il y ressemble formellement, le proble`me line´aire de´fini ci-apre`s
ne repre´sente pas un mode`le pour l’homoge´ne´isation des proprie´te´s e´lastiques ou visqueuses
line´aires re´elles d’un mate´riau argileux renforce´ par inclusions.
De´finition du proble`me line´aire
Afin de prendre en compte la formulation pre´contrainte des lois de comportements fictives
de la matrice et des interfaces, le proble`me line´aire doit inclure trois parame`tres de chargement :
– le taux de de´formation macroscopique D,
– la pre´contrainte isotrope uniforme de la matrice p,
– la pre´contrainte normale uniforme des interfaces ̟.
Le proble`me line´aire est donc de´fini comme
divσ = 0 (Ω)
σ = Cm : d− p1 (Ωm)
T =K · JvK+̟n (Γi)
σ = Ci : d (Ωi) avec Ci →∞
v(z) =D · z (∂Ω)
d = gradsv (Ω)
(6.34)
Le proble`me line´aire (6.34) est re´solu par superposition des modes de chargement suivant
– (P1) : aucune pre´contrainte, taux de de´formation macroscopique D a` la frontie`re ∂Ω.
– (P2) : pre´contrainte −(p+̟)1 dans la matrice Ωm, pas de pre´contrainte dans les interfaces
Γi, taux de de´formation macroscopique 0 a` la frontie`re ∂Ω.
– (P3) : pre´contrainte ̟1 dans la matrice Ωm, pre´contrainte ̟n dans les interfaces Γi, taux
de de´formation macroscopique 0 a` la frontie`re ∂Ω.
Pour i = 1, 2, 3, la solution locale du proble`me (Pi) est note´e (vi,σi). Le taux de de´formation
associe´ est di et la contrainte macroscopique est Σi. La solution de (P3) est le couple uniforme
σ3 = ̟1 et v3 = 0. La re´solution de (P1) permettra de de´terminer la raideur homoge´ne´ise´e
Chom telle que Σ1 = C
hom :D.
La densite´ macroscopique d’e´nergie potentielle Ψ du proble`me line´aire (6.34) comporte les
termes d’e´nergie e´lastique et le travail des pre´contraintes
|Ω|Ψ(D, p,̟) =1
2
∫
Ωm
d : C : ddV +
1
2
∫
Γ
JvK :K : JvK dS
−(p+̟)
∫
Ωm
tr(d) dV +̟
∫
Ω
tr(d) dV.
(6.35)
En proce´dant comme en poroe´lasticite´ ou` le changement de fraction volumique de pore est la
variable d’e´tat macroscopique duale de la pression de fluide dans les pores, introduisons ici une
variable d’e´tat macroscopique additionnelle, de´finie comme la quantite´ duale de la pre´contrainte
dans la matrice. Cette quantite´ duale est le changement de volume de la matrice normalise´ par
le volume initial du VER. Pour chaque proble`me (Pi), elle est de´finie par :
vim = (1− ρ) tr(dim) (i = 1, 2) (6.36)
et par superposition, pour le proble`me (6.34) :
vm = (1− ρ) tr(dm) (6.37)
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En utilisant les re`gles de superposition v = v1 + v2 et d = d1 + d2, la densite´ macroscopique
d’e´nergie potentielle Ψ(D, p,̟) s’e´crit
|Ω|Ψ(D, p,̟) = 1
2
∫
Ωm
d1 : C : d1 dV +
1
2
∫
Γ
Jv1K ·K · Jv1K dS
+
1
2
∫
Ωm
d2 : (σ2 + (p+̟)1) d V +
1
2
∫
Γ
Jv2K · (σ2 · n) dS
+
∫
Ωm
d2 : σ1 dV +
∫
Γ
Jv2K · (σ1 · n) dS
+ |Ω| (−(p+̟)vm +̟ trD) .
D’apre`s la de´finition e´nerge´tique de Chom, la somme des deux premie`res inte´grales du membre
de droite est e´gale a`
|Ω|
2
D : Chom :D.
La deuxie`me et la troisie`me ligne peuvent eˆtre simplifie´es par application du lemme de Hill
e´tendu a` la pre´sence d’interfaces [63] aux couples de champs de vitesse cine´matiquement (resp.
contrainte statiquement) admissibles (v2,σ2) et (v2,σ1). Finalement, la densite´ macroscopique
d’e´nergie potentielle est
Ψ(D, p,̟) =
1
2
D : Chom :D − (p +̟)
(
v1m +
1
2
v2m
)
+̟ trD. (6.38)
Estimateurs quadratiques effectifs
En vue de l’application de la me´thode se´cante modifie´e a` la re´solution du proble`me non
line´aire (6.18), des estimateurs des taux de de´formation volumique et de´viatorique sont requis.
Dans la me´thode se´cante modifie´e, ces grandeurs effectives sont de´finies comme les moyennes
quadratiques sur la phase matricielle
deffv =
√
d2v
m
; deffd =
√
d2d
m
. (6.39)
D’apre`s [35, 51], adapte´ de [58] pour la poroe´lasticite´, ces estimations sont obtenues par
de´rivation de la densite´ macroscopique d’e´nergie potentielle par rapport aux modules ade´quats :
1
2
(1− ρ)
(
deffv
)2
=
∂Ψ(D, p,̟)
∂km
,
1
2
(1− ρ)
(
deffd
)2
=
∂Ψ(D, p,̟)
∂2µm
.
(6.40)
De meˆme, les sauts de vitesse effectifs a` l’interface sont de´finis par
JvnK
eff =
√
JvnK2
Γ
; JvtK
eff =
√
JvtK2
Γ
. (6.41)
Les re´sultats de Kreher [58] ont e´te´ e´tendus a` la pre´sence d’interfaces dans Maalej et al. [63], ce
qui donne
1
2
|Γ|
|Ω|
(
JvnK
eff
)2
=
∂Ψ(D, p,̟)
∂Kn
.
1
2
|Γ|
|Ω|
(
JvtK
eff
)2
=
∂Ψ(D, p,̟)
∂Kt
.
(6.42)
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Estimation de Mori-Tanaka
Le proble`me line´aire (6.34) va eˆtre re´solu par recours a` un sche´ma de Mori-Tanaka, ge´ne´ralise´
a` la pre´sence d’interfaces, pour prendre en compte la morphologie matrice-inclusion. Lorsque les
inclusions sont sphe´riques et mono-disperses, l’utilisation de ce sche´ma d’homoge´ne´isation est
justifie´e si la distribution spatiale des inclusions est isotrope. Cette hypothe`se est adopte´e par
la suite. Le rayon des inclusions sphe´riques est note´ R0 et la fraction volumique d’inclusions ρ.
Les inclusions ne se recouvrant pas, la surface spe´cifique des interfaces est alors
γi =
|Γi|
|Ω| =
3ρ
R0
. (6.43)
Solution du proble`me (P1) Comme discute´ ci-dessus, la morphologie matrice-inclusion
sugge`re le recours a` un sche´ma d’homoge´ne´isation de Mori-Tanaka pour e´tablir une estimation
de la raideur homoge´ne´ise´e Chom. Cependant, pour capturer les effets d’interfaces imparfaites,
le motif morphologique repre´sentatif n’est pas une inclusion homoge`ne mais une inclusion com-
posite constitue´e d’une sphe`re rigide entoure´e d’une interface e´lastique. Le proble`me d’Eshelby
modifie´ d’une sphe`re entoure´e d’une interface faible, comme pre´sente´ dans Hashin [48], doit
donc eˆtre utilise´. En transposant les re´sultats de Dormieux et al. [32], e´tablis pour le sche´ma
auto-cohe´rent, l’estimation de Mori-Tanaka de la raideur homoge´ne´ise´e est isotrope, de la forme
Chom = 3khomJ+ 2µhomK, ou` les modules homoge´ne´ise´s de compression khom et µhom sont
khom =
1
3
(3km + 4ρµm)R0Kn + (1− ρ)12kmµm
(1− ρ)R0Kn + 4µm + 3ρkm ,
2µhom =µm
(((3 + 2ρ)4µm + (2 + 3ρ)3km)R0Kn + 4µm((2 + ρ)8µm + (1 + ρ)9km))R0Kt + ...
(3(1 − ρ)(km + 2µm)R0Kn + ((4− 3ρ)4µm + (3− 2ρ)3km)2µm)R0Kt + ...
...(((3 + ρ)8µm + (5 + 3ρ)3km)R0Kn + (1− ρ)(8µm + 9km)8µm)2µm
...(3((5 − 2ρ)km + (2− ρ)4µm)R0Kn + ((2 + 3ρ)4µm + (3 + 2ρ)3km)8µm)µm .
(6.44)
Dans la suite, le cas limite Kn/Kt → ∞ s’ave`rera particulie`rement utile comme le sugge`rent
(6.26) et (6.33). Asymptotiquement, les modules homoge´ne´ise´s se re´duisent a`
khom,l =
3km + 4ρµm
3(1− ρ) ,
2µhom,l = µm
(3km(2 + 3ρ) + 4µm(2ρ+ 3))R0Kt + 2µm(8(ρ+ 3)µm + 3(3ρ + 5)km)
3 ((1− ρ)(km + 2µm)R0Kt + µm((5− 2ρ)km + 4(2− ρ)µm)) .
(6.45)
Afin de calculer l’e´nergie potentielle (voir (6.38)), il est utile de de´terminer le changement de
volume normalise´ de la matrice v1m en fonction du taux de de´formation macroscopique D. La
re´solution de (P1) par l’interme´diaire d’un sche´ma de Mori-Tanaka conduit a`
v1m = bm1 : D (6.46)
ou` le coefficient bm, analogue d’un coefficient de Biot en poroe´lasticite´, vaut
bm = (1− ρ) R0Kn + 4µm
(1− ρ)R0Kn + 4µm + 3ρkm . (6.47)
Solution du proble`me (P2) Le champ de contrainte local solution du proble`me (P2) de´pend
line´airement de p+̟. Ainsi, il existe un tenseur du second ordre B2 tel que σ2 = −B2(p+̟).
La contrainte macroscopique est alors Σ2 = −B2Ω(p +̟).
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Dans l’ide´e du raisonnement du the´ore`me de Maxwell-Betti et de son application a` la
poroe´lasticite´ [35], remarquons tout d’abord que
|Ω|d1 : C : d2Ω + |Γi|Jv1K ·K · Jv2KΓi = |Ω|d2 : C : d1Ω + |Γi|Jv2K ·K · Jv1KΓi .
ou` la syme´trie de C et K a e´te´ utilise´e. Une application soigneuse du lemme de Hill (dans
sa forme e´tendue aux interfaces [63]) au couples croise´s (d1,σ2) et (d2,σ1), en pre´sence de la
pre´contrainte p+̟, donne :
d1
Ω
: σ2
Ω + (p+̟)1 : (1− ρ)d1m = d2Ω : σ1Ω.
Ensuite, cette identite´ se simplifie au vu des conditions aux limites dans (P1) et (P2) ainsi que
de (6.46) :
−(p+̟)B2Ω : D + (p +̟)bm1 :D = 0.
La contrainte macroscopique dans (P2) finalement e´tablie est
Σ2 = −(p+̟)bm1.
Le changement de volume normalise´ de la matrice v2m , implique´ dans (6.38), doit maintenant
eˆtre de´termine´. Pour cela, l’expression (6.3.1) de la contrainte macroscopique dans (P2) est
confronte´e a` la re`gle de moyenne des contraintes (voir Eqs. (6.51) a` (6.54) pour plus de de´tails)
Σ2 = −(p+̟)bm1 = (1− ρ)(Cm : d2Ωm − (p+̟)1) + γiR0n⊗K · Jv2KΓi .
En prenant la trace, cette e´quation se simplifie en
−3(p +̟)bm = 3kmv2m − (1− ρ)3(p +̟) + γiR0KnJv2nK
Γi
.
Par ailleurs, e´tant donne´ que le taux de de´formation macroscopique est nul dans (P2) et que
les inclusions sont rigides (pas de de´formation), la re`gle de moyenne des taux de de´formation se
re´duit a` :
0 = v2m + γiJv2nK
Γi
.
Finalement, le changement de volume de la matrice de´pend de la pre´contrainte −(p+̟) suivant
v2m = −
3(bm − 1 + ρ)
3km −R0Kn (p+̟) =
1
Nm
(p +̟),
ou` le module Nm, analogue du module de Biot en poroe´lasticite´, vaut
Nm =
(1− ρ)R0Kn + 4µm + 3ρkm
3ρ(1− ρ) . (6.48)
Proble`me line´aire complet En adaptant les travaux de Dormieux et al. [34], les deux
e´quations d’e´tat macroscopiques du proble`me line´aire complet sont obtenues par superposition
des solutions aux trois modes de chargement :
Σ =Chom :D − (p +̟)bm1+̟1,
vm = bm1 :D +
p+̟
Nm
,
(6.49)
ou` Chom est de´fini par (6.44), bm par (6.47) et Nm par (6.48).
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L’e´nergie potentielle du proble`me line´aire (6.34) est finalement obtenue par injection de
(6.49) dans (6.38) :
Ψ(D, p,̟) =
1
2
D : Chom :D − (p+̟)bm trD − (p+̟)
2
2Nm
+̟ trD. (6.50)
Pour une utilisation ulte´rieure, une me´thode micro-macro alternative pour l’expression de la
contrainte moyenne macroscopique Σm est propose´e. Le point de de´part est la re`gle de moyenne
des contraintes Σm = σm qui peut se scinder sur les diffe´rentes phases en :
Σm = (1− ρ)σmm + ρσmi (6.51)
La moyenne σm
i est e´value´e a` partir de la moyenne Tn
Γi de la composante normale du tenseur
des contraintes applique´ aux interfaces. En effet, pour une inclusion P ⊂ Ωi donne´e, l’e´quation
d’e´quilibre divσ = 0 permet d’e´tablir la relation :
1
|P|
∫
P
σ dV =
1
|P|
∫
z ⊗ T dS. (6.52)
Conside´rons maintenant une inclusion sphe´rique de rayon R0. Dans ce cas, le vecteur position z
sur la frontie`re de l’inclusion est R0n, ou` n est la normale unitaire exte´rieure a` l’inclusion ∂P.
L’e´quation pre´ce´dente se simplifie alors en
σm
P = Tn
∂P
. (6.53)
Finalement, en conside´rant l’ensemble des inclusions, la moyenne des contraintes dans la phase
inclusionaire est
σm
i = Tn
Γi . (6.54)
Ce re´sultat est introduit dans (6.51) en tenant compte des lois de comportement de (6.34).
Finalement, la contrainte macroscopique moyenne Σm peut s’exprimer sous la forme alternative :
Σm = kmvm − (1− ρ)p+ ρ(KnJvnKΓi +̟). (6.55)
6.3.2 Homoge´ne´isation non line´aire
Tous les re´sultats ne´cessaires a` l’utilisation de la me´thode se´cante modifie´e e´tant e´tablis, re-
venons maintenant au proble`me fictif non line´aire (6.18). Formellement, le proble`me non line´aire
est identique au proble`me line´aire (6.34), a` la diffe´rence pre`s que les modules non line´aires (6.21)
(resp. (6.26) ou (6.32)) sont substitue´s a` Cm (resp. K) dans (6.34).
La non line´arite´ de la raideur de la matrice va maintenant eˆtre prise en compte d’une manie`re
simplifie´e. L’ide´e est de supposer que les tenseurs de raideur non line´aires peuvent eˆtre vus comme
des fonctions de moyennes ade´quates du taux de de´formation, appele´s taux de de´formations ef-
fectifs. Dans la me´thode se´cante modifie´e [94], ces estimations effectives des taux de de´formation
volumique et de´viatorique sont leur moyennes quadratiques sur la phase matricielle de´finies par
(6.39). Les valeurs effectives des modules se´cants (6.21) dans la phase matrice sont alors estime´es
en utilisant (6.40) par les modules constants sur la phase matrice :
keffm ≈ km(deffv , deffd ) ; µeffm ≈ µm(deffv , deffd ). (6.56)
De meˆme, la non line´arite´ de la raideur d’interface est prise en compte par l’estimation
via (6.42) des moyennes quadratiques sur Γi des composantes du saut de vitesse a` travers les
interfaces :
Keffn ≈ Kn(JvnKeff, JvtKeff) ; Kefft ≈ Kt(JvnKeff, JvtKeff). (6.57)
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6.4 Crite`res de re´sistance macroscopiques
Dans cette section, la me´thode de re´solution mise en place a` la section 6.3 est mise en
oeuvre pour de´terminer une estimation des e´tats de contrainte macroscopiques appartenant a`
la frontie`re du domaine de re´sistance homoge´ne´ise´. Les cas des interfaces parfaites, Tresca et
Mohr-Coulomb, de difficulte´ croissante, sont successivement e´tudie´s.
6.4.1 Interfaces parfaites
De´rivation du crite`re de re´sistance macroscopique
Tout d’abord, le cas des interfaces parfaites est conside´re´. Dans cette situation, les raideurs
d’interface normale et tangentielle sont infinies et aucun saut de vitesse a` travers les interfaces
matrice-inclusion n’est permis. Ainsi, le proble`me (6.18) est re´solu en s’appuyant sur le proble`me
line´aire (6.34) dans la limite ou` Kn et Kt sont infinis et sans pre´contrainte dans les interfaces
(̟ = 0).
En ce qui concerne le proble`me line´aire sous-jacent, la de´composition en trois modes de
chargements propose´e a` la section 6.3.1 devient triviale.
Pour (P1), les modules line´aires homoge´ne´ise´s (6.44) se re´duisent a` l’estimation classique
de Mori-Tanaka pour un composite a` matrice avec inclusions sphe´riques infiniment raides et
parfaitement adhe´rentes :
khom =
3km + 4ρµm
3(1 − ρ) ,
2µhom = µm
3km(2 + 3ρ) + 4µm(2ρ + 3)
3(1− ρ)(km + 2µm) .
(6.58)
La solution du proble`me (P2) est imme´diatement (v2 = 0,σ2 = −p1) et la solution du proble`me
(P3) est (v3 = 0,σ3 = 0) car ̟ = 0.
Les calculs sont mene´s en substituant les modules homoge´ne´ise´s (6.58) dans l’expression de
l’e´nergie potentielle (6.50) avec p = c (voir (6.21)) et ̟ = 0. Ensuite, les composantes du taux
de de´formation effectif dans la matrice sont exprime´es par (6.40) et injecte´s dans (6.56) pour
obtenir un syste`me d’e´quation non line´aires portant sur deffv et d
eff
d . La solution est reporte´e dans
le module de cisaillement effectif de la matrice µeffm :
2µeffm =
(1− ρ)b
Dd
√
6(a+ b)
2(a+ b)(2ρb + 3a)β2 + bq
, (6.59)
ou` la constante positive q est de´finie par (6.64) et β est le taux de triaxialite´ du taux de
de´formation macroscopique de´fini comme
β = Dv/Dd. (6.60)
Ensuite, en invoquant (6.21), le module de compression effectif de la matrice est keffm = 2µ
eff
m a/b.
En utilisant ces expressions des modules effectifs de la matrice dans la raideur homoge´ne´ise´e
(6.58), la contrainte macroscopique Σ est finalement obtenue par la premie`re e´quation d’e´tat
macroscopique dans (6.49), ce qui fournit des e´quations parame´triques de Σm et Σd en fonction
de β. L’e´limination de β donne une e´quation des e´tats de contrainte sur la frontie`re ∂Ghom,
ou autrement dit, une estimation du crite`re de re´sistance macroscopique. Comme attendu, ce
dernier est isotrope. La frontie`re du domaine de re´sistance macroscopique ∂Ghom est une ellipse
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dans le plan (Σm,Σd). Le domaine de re´sistance G
hom est de´fini par :
(Σm + c)
2
A
+
Σ2d
B
− 1 6 0,
avec A = a
(
1 + ρ
2b
3a
)
; B = b
(
1 + ρ
9a+ 4b
6(a+ b)
)
.
(6.61)
Observons que, dans ce cas ou` les interfaces sont parfaites, le domaine de re´sistance homoge´ne´ise´
Ghom contient toujours le domaine de re´sistance de la matrice argileuse (6.6). Les inclusions
rigides jouent alors bien le roˆle d’un renfort.
Le re´sultat (6.61) qui concerne le cas des inclusions parfaites a e´te´ re´cemment e´tabli par
Shen et al. [90] en suivant la meˆme me´thode. Dans la suite, de nouveaux re´sultats sont e´tablis
afin de prendre en compte la possibilite´ d’une imperfection des interfaces entre la matrice et les
inclusions.
6.4.2 Interfaces de Tresca
Le cas ou` les interfaces sont gouverne´es par un crite`re de re´sistance de Tresca (6.15) est
maintenant conside´re´. Tout d’abord, le crite`re de re´sistance macroscopique est e´tabli en sup-
posant que les interfaces sont active´es. Ensuite, les conditions d’activation des interfaces sont
de´termine´es.
De´rivation du crite`re macro lorsque les interfaces sont active´es
Au regard des lois de comportement fictives (6.21) et (6.25), le proble`me line´aire a` conside´rer
implique une pre´contrainte p = c dans la matrice, aucune pre´contrainte dans les interfaces
(̟ = 0) et une raideur d’interface normale Kn infinie.
La valeur effective du saut de vitesse tangentiel JvtK
eff a` travers l’interface est exprime´e
en fonction des modules effectifs de la matrice par utilisation de (6.42) et (6.50), avec Chom
caracte´rise´ par (6.45) et Kt par (6.26). Ce faisant, une e´quation polynomiale du second ordre
en JvtK
eff apparaˆıt. Or par de´finition, JvtK
eff doit eˆtre positif, et l’e´quation a seulement ze´ro ou
une racine positive suivant la re´sistance tangentielle k des interfaces. De`s lors, deux situations
doivent eˆtre e´tudie´es :
1. interfaces inactive´es : si l’e´quation n’admet pas de racine positive, les interfaces sont dites
inactive´es, ce qui veut dire que la condition limite du crite`re d’interface n’est pas atteinte.
Dans ce cas, JvtK
eff = 0 et Kt → ∞, de sorte que le crite`re de re´sistance macroscopique
pour des interfaces parfaites (6.61) est retrouve´.
2. interfaces active´es : si l’e´quation admet une racine positive JvtK
eff > 0, cela veut dire que
le crite`re d’interface est atteint et que les interfaces sont active´es.
Plac¸ons nous dans le cas ou` les interfaces sont active´es. La condition mathe´matique pour l’acti-
vation des interfaces sera fournie par la suite. Le saut de vitesse tangentiel JvtK
eff, ainsi que Kefft
via (6.26), sont maintenant des fonctions des taux de de´formation volumique et de´viatorique ef-
fectifs dans la matrice. A` leur tour, ces taux de de´formation effectifs de la matrice deffv et d
eff
d sont
exprime´es par utilisation de (6.40), (6.50) et (6.45) dans laquelle la substitution km = 2µma/b
est re´alise´e au regard de (6.21). Ces expressions de deffv et d
eff
d sont ensuite injecte´es dans µm ; il
en re´sulte une e´quation polynomiale du second ordre en µeffm qui admet une seule racine positive
(6.68). Les valeurs effectives de keffm et K
eff
t en sont de´duites explicitement et substitue´es dans
µhom et khom. Finalement, une e´quation parame´trique des e´tats de contraintes macroscopiques
appartenant a` la frontie`re du crite`re de re´sistance macroscopique est trouve´e par utilisation de
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(6.49). Ces e´tats de contraintes macroscopiques obtenus par (6.49) appartiennent a` une portion
d’ellipse dans le plan (Σm,Σd) d’e´quation
(Σm + c)
2
A
+
(Σd − Σd0)2
B
6 1. (6.62)
Si les interfaces sont inactive´es, les parame`tres de l’ellipse correspondent au cas des interfaces
parfaites et sont de´finis par (6.61) et Σd0 = 0. Autrement, si les interfaces sont active´es, les
parame`tres de l’ellipse sont
A = a
(
1 +
2ρb
3a
)(
1−
(
k
ke
)2)
B =
(1− ρ)rb2
18ρ(b+ a)k2e
(
1−
(
k
ke
)2)
Σd0 =
√
5(2b+ 3a)
6(b+ a)
b
k2e
k
(6.63)
dans lesquels les notations suivantes ont e´te´ introduites :
t = (4− 2ρ)b+ (5− 2ρ)a,
q = (6 + 4ρ)b+ (6 + 9ρ)a,
r = (4ρ+ 12)b+ (9ρ+ 15)a.
(6.64)
Conditions d’activation des interfaces
A` ce stade, les conditions d’activation des interfaces doivent eˆtre explicite´es. Ces condi-
tions de´pendent du taux de triaxialite´ β = Dv/Dd du taux de de´formation macroscopique.
Premie`rement, l’existence de racines re´elles de l’e´quation portant sur JvtK
eff impose d’avoir
k2 6 k2e =
tb
6ρ(b+ a)
. (6.65)
Ensuite, une des racines est positive si
k2 6 k2c (β) =
5
6
(b(2b + 3a))2
2(b+ a)2(3a+ 2bρ)β2 + (b+ a)bq
, (6.66)
ou` l’ine´galite´ k2c (β) < k
2
e est ve´rifie´e quelque soit la valeur de β. Remarquons aussi que la
raideur tangentielle critique kc(β) est une fonction paire et de´croissante de β ; elle atteint donc
son maximum en β = 0, qui correspondant au cas limite d’un taux de de´formation macroscopique
purement de´viatorique.
En re´sume´, deux situations doivent eˆtre distingue´es :
– Si k > kc(0), les interfaces ne sont jamais active´es car elles sont trop re´sistantes en com-
paraison avec la matrice (Fig. 6.4a,6.4b). Le crite`re de re´sistance macroscopique est e´gal
au crite`re (6.61) obtenu dans le cas des interfaces parfaites.
– Si k 6 kc(0), une valeur critique du taux de triaxialite´ des de´formations β (6.60) apparaˆıt :
β2c =
5
12(3a + 2bρ)
(
(2b+ 3a)b
(b+ a)k
)2(
1−
(
k
kc(0)
)2)
. (6.67)
La discussion concernant le statut des interfaces est alors controˆle´e par le taux de triaxialite´
β :
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– si β2 > β2c , les interfaces ne sont pas active´es.
– si β2 < β2c , les interfaces sont active´es. Dans ce cas, le module de cisaillement effectif
dans la matrice prend la valeur
2µeffm =
(1− ρ)b
Dd
√√√√ 3t
(t(3a+ 2bρ)β2 + (1− ρ)br)
(
1−
(
k
ke
)2)
(6.68)
et le saut de vitesse tangentiel entre les interfaces matrice-inclusions vaut
JvtK
eff =
√
5
3
(2b+ 3a)R0Dd
t
(
1− k
kc(β)
)
. (6.69)
Ainsi, sous re´serve que la re´sistance tangentielle des interfaces soit suffisamment faible
(k 6 kc(0)), la frontie`re ∂G
hom du domaine de re´sistance macroscopique re´sulte de la com-
binaison de deux ellipses. Aux forts taux de triaxialite´ (β2 > β2c ), le crite`re de re´sistance corres-
pondant aux interfaces parfaites est retrouve´, tandis qu’aux faibles taux de triaxialite´ (β2 6 β2c ),
le crite`re est affaibli par l’activation des interfaces et bifurque sur une portion d’une plus petite
ellipse (Fig. 6.4c,6.4d), dont le centre est situe´ sur l’axe vertical Σm = −c. Remarquons que
les deux ellipses sont tangentes a` leur intersection en β2 = β2c . Ainsi, a` proprie´te´s de re´sistance
de la matrice et concentration des inclusions fixe´es, une re´duction de la re´sistance tangentielle
k des interfaces conduit a` une re´sistance de´viatorique plus faible tandis que les re´sistances hy-
drostatiques, en compression comme en traction, restent inchange´es. Enfin, lorsque la re´sistance
tangentielle des interfaces est tre`s faible, la re´sistance de´viatorique du mate´riau argileux renforce´
par inclusions est plus faible que la re´sistance de´viatorique de la matrice argileuse seule.
Dans le cas ou` les parame`tres de re´sistance de la matrice argileuse sont re´gis par (6.7),
le crite`re de re´sistance macroscopique est tre`s sensible a` la valeur de la porosite´. Il est alors
instructif de repre´senter le crite`re de re´sistance macroscopique dans l’espace a` trois dimensions
(Σm,Σd, φ). La surface engendre´e par la se´rie de frontie`res ∂G
hom(φ) est repre´sente´e Fig. 6.5.
Suivant la valeur de la porosite´, les interfaces peuvent ou non eˆtre active´es.
6.4.3 Interfaces de Mohr-Coulomb
Finalement, le cas ou` les interfaces sont gouverne´es par un crite`re de re´sistance de Mohr-
Coulomb (6.16) est conside´re´. Dans ce cas, le proble`me line´aire sous-jacent fait appel a` toute la
complexite´ des re´sultats mis en place a` la section 6.3.1, impliquant un pre´contrainte p = c dans
la matrice et ̟ = Tp dans les interfaces.
De´rivation du crite`re macro lorsque les interfaces sont active´es
Proce´dons comme pour le cas des interfaces de Tresca et supposons les interfaces active´es
avant d’expliciter les conditions d’activation. Le saut de vitesse tangentiel effectif JvtK
eff a` travers
l’interface est exprime´ en fonction des modules effectifs de la matrice et de la fonction F des
interfaces de Mohr-Coulomb en utilisant (6.42) et (6.50) ou` Chom est caracte´rise´ par (6.45) et
Kt par (6.32). D’apre`s (6.21), km = 2µma/b et la seule racine conditionnellement positive est
JvtK
eff =
6(1− ρ)(a+ b)αiF + 2
√
5µeff(2b+ 3a)Dd
6tµeff
R0. (6.70)
Le saut de vitesse normal peut eˆtre de´termine´ soit d’apre`s la re`gle de normalite´ JvnK
eff = αiJvtK
eff
(voir section 6.2.2) ou, de fac¸on consistante, par l’estimation quadratique (6.42). Il est inte´ressant
de remarquer que l’estimation directe JvnK
Γi
, que l’on peut calculer par la re`gle de moyenne des
taux de de´formation, s’ave`re ici e´gale a` l’estimation quadratique JvnK
eff.
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Fig. 6.4: Crite`res de re´sistance macroscopiques dans le cas des interfaces me´so avec un crite`re
de Tresca (lignes bleues et rouges e´paisses). La ligne bleue correspond aux interfaces inactive´es
et la ligne rouge aux interfaces active´es, pour diffe´rentes valeurs de la re´sistance tangentielle k
des interfaces. La ligne noire fine correspond au crite`re de re´sistance de la matrice pour a = 5,
b = 2 et c = 1. La fraction volumique d’inclusions est fixe´e a` ρ = 0.5. Les lignes bleues et rouges
fines sont les portions restantes des ellipses qui ne font pas partie de la frontie`re du domaine
de re´sistance. Les valeurs de k sont a` comparer aux re´sistances critiques valant ke = 1.57 et
kc(0) = 1.12 dans ce cas.
Le parame`tre d’interface F(Y ) (voir (6.30)) est de´termine´ par comparaison d’une part de
l’expression macroscopique (6.49) de la contrainte macroscopique moyenne :
Σm = k
homDv − cbm + (1− bm)Tp
et d’autre part de l’expression (6.55) issue de la re`gle de moyenne des contraintes :
Σm = kmvm − (1− ρ)c+ ρ(KnJvnKeff + Tp),
ou` l’e´galite´ JvnK
eff = JvnK
Γi
a e´te´ mise a` profit. La variation de volume normalise´e de la matrice
vm est de´termine´e graˆce a` la seconde e´quation d’e´tat macroscopique (6.49). Par ailleurs, d’apre`s
la loi de comportement de l’interface (6.30), KnJvnK
eff+Tp = hi+F . De plus, dans le cas limite
Kn, Tp →∞, la loi de comportement fictive de l’interface est telle que
bm → 1 ; (1− bm)Tp → −ρ(3km + 4µm)
(1− ρ)R0 JvnK
eff ;
Tp
Nm
→ − 3ρ
R0
JvnK
eff.
Finalement, la comparaison des deux expressions de la contrainte moyenne macroscopique ci-
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Fig. 6.5: Crite`re de re´sistance macroscopiques dans le cas des interfaces me´so avec un crite`re de
Tresca. Le crite`re de la matrice (6.6) est utilise´ avec hg=92,86 ; αg=0,055 ; ρ=0,6 et k = 0 (bleu
pointille´) ; 4 (rouge tiret) ou ∞ (noir plein).
dessus permet de de´terminer la valeur du parame`tre d’interface :
F = 3k
eff + 4µeff
3(1− ρ) Dv −
3ρkeff + 4µeff
R0(1− ρ) JvnK
eff − c− hi. (6.71)
La dernie`re e´tape se de´roule comme suit : une e´quation sur JvtK
eff doit eˆtre e´tablie par
substitution de (6.71) dans (6.70), avec utilisation de la re`gle de normalite´ JvnK
eff = αiJvtK
eff et
de l’identite´ keff = 2µeffa/b. De meˆme que pour les interfaces de Tresca, deux situations doivent
eˆtre e´tudie´es lors de la re´solution de cette e´quation permettant d’obtenir JvtK
eff en fonction de
µeff, Dv et Dd :
1. Interfaces inactive´es : si cette e´quation n’admet pas de racine positive, cela correspond
physiquement a` des interfaces non active´es. Dans ce cas, JvtK
eff = 0 donc Kt → ∞ et
le crite`re de re´sistance macroscopique (6.61) correspondant aux interfaces parfaites est
retrouve´.
2. Interfaces active´es : si l’e´quation admet une racine positive JvtK
eff > 0, cela signifie que les
interfaces sont active´es.
Dans la situation ou` les interfaces sont active´es, les modules effectifs de la matrice doivent eˆtre
de´termine´ en supposant l’existence d’une valeur strictement positive de JvtK
eff. Pour plus de
clarte´, les notations additionnelles suivantes sont introduites :
u = 2(a+ b)(3ρa+ 2b)α2i + bt,
w = 2(a+ b)qα2i + 5b(3a + 2bρ).
(6.72)
En supposant JvtK
eff > 0, le saut de vitesse normal effectif JvnK
eff est de´duit de la re`gle de
normalite´ et la raideur d’interface tangentielle effective Kefft de (6.32). Ensuite, les composantes
effectives du taux de de´formation dans la matrice sont exprime´es par (6.40). L’expression est prise
dans le cas limite (6.33) afin de ve´rifier asymptotiquement la re`gle de normalite´ des interfaces,
comme pour le calcul du parame`tre d’interface F . Ces estimations du taux de de´formation effectif
sont injecte´es dans (6.21) pour obtenir une e´quation polynomiale du second degre´ en µeffm , qui
admet une racine positive sous re´serve que (hi + c)
2 6 h24 ou`
h24 =
u
6ρ(a+ b)α2i
. (6.73)
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Le module de cisaillement effectif de la matrice µeffm est finalement
2µeffm = (1− ρ)
√√√√ 3bu
A′D2v +B
′D2d − 2C ′DvDd
(
1−
(
hi + c
h4
)2)
, (6.74)
ou` les notations suivantes ont e´te´ utilise´es :
A′ = 12a(a+ b)(1 − ρ)2α2i + (3a+ 2bρ)t,
B′ = (3ρa+ 2b)qα2i + b(1− ρ)r,
C ′ =
√
5ρ(2b+ 3a)2αi.
(6.75)
Le saut de vitesse tangentiel, dont le signe doit encore eˆtre discute´, est donne´ par
JvtK
eff =
R0
3u
(
(2b+ 3a)(
√
5bDd + 2αi(a+ b)Dv)− 3(1 − ρ)b(a+ b)αi(hi + c)
µeffm
)
. (6.76)
Le module de compression effectif de la matrice keffm est de´duit de µ
eff
m (6.74) par (6.21) tandis
que Kefft (voir (6.32)) est obtenu par JvtK
eff (6.76) et F (6.71). Ces quantite´s sont finalement
introduites dans (6.45) afin de de´terminer µhom et khom. Les e´tats de contrainte macroscopiques
(Σm,Σd) situe´s sur la frontie`re du domaine de re´sistance macroscopique sont alors de´duits de
(6.49). La fonction d’appui πhomact associe´e a` ces e´tats de contrainte pour la partie du crite`re
correspondant aux interfaces active´es est reconnue d’apre`s Σ = ∂πhomact (D)/∂D comme e´tant
πhomact (D) =
√√√√3b
u
(
1−
(
hi + c
h4
)2)(
A′D2v +B
′D2d − 2C ′DvDd
)
+Σm0Dv +Σd0Dd, (6.77)
avec
Σm0 =
(hi + c)αi(2b+ 3a)ρ
u
2(a+ b)αi − c ; Σd0 = (hi + c)αi(2b+ 3a)ρ
u
√
5b. (6.78)
La frontie`re du domaine de re´sistance macroscopique correspondant aux interfaces active´es,
dont πhomact (6.77) est la fonction d’appui, est une ellipse incline´e dans le plan (Σm,Σp), centre´e
en (Σm0,Σp0) et caracte´rise´e par la partie du crite`re de re´sistance f
hom
act suivante correspondant
aux interfaces active´es :
fhomact (Σ) =
(Σm −Σm0)2
A
+
(Σd − Σd0)2
B
+
2(Σm − Σm0)(Σd − Σd0)
C
− 1, (6.79)
avec les parame`tres d’ellipse impliquant (6.64), (6.73) et (6.75) de´finis comme
A =
s
B′
; B =
s
A′
; C =
s
C ′
,
avec s =
(1− ρ)b
3
(
6a(1− ρ)qα2i + (3a+ 2bρ)r
)(
1−
(
hi + c
h4
)2)
.
(6.80)
Conditions d’activation des interfaces
Les conditions d’activation des interfaces doivent maintenant eˆtre explicite´es en de´tail. A` cet
effet, le signe de JvtK
eff, fonction de hi + c et β = Dv/Dd doit eˆtre e´tudie´ et discute´.
La discussion, un peu technique, impose l’introduction de quatre parame`tres note´s hj (j =
1, . . . , 4) homoge`nes a` une contrainte. Le parame`tre h4 a e´te´ de´fini par (6.73), tandis que les
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autres sont :
h21 =
(2b+ 3a)2
3(3a+ 2bρ)
,
h22 =
5b(2b+ 3a)2
6(a + b)qα2i
,
h23 =
w(2b+ 3a)2
6(b+ a)(3a+ 2ρb)qα2i
.
(6.81)
Ces parame`tres sont ordonne´s comme suit :
h1 < h3 < h4 ; h2 < h3. (6.82)
Le signe de h1 − h2 de´pend de la position de αi par rapport a`
α2c =
5b(3a+ 2ρb)
2(a+ b)q
. (6.83)
Si αi > αc, alors h2 < h1, sinon h2 > h1.
1. L’activation des interfaces n’est pas possible si (hi + c)
2 > h24 de´fini par (6.73), c’est
a` dire si leur re´sistance en traction est trop e´leve´e (Fig. 6.6a). Le crite`re de re´sistance
macroscopique (6.61) correspondant aux interfaces parfaites est retrouve´.
2. L’activation n’est uniquement possible que sous la condition additionnelle (hi + c)
2 6 h23,
qui est plus se´ve`re que la premie`re car h3 < h4. Lorsque h
2
3 < (hi + c)
2 < h24, une racine
positive µeff existe mais n’a pas de conse´quence physique car l’e´quation sur JvtK
eff n’a
pas de racine positive. Plus pre´cise´ment, le domaine de re´sistance macroscopique base´ sur
(6.79) existe mathe´matiquement : il est strictement inclus dans l’ellipse de´finie par (6.61)
(interfaces inactive´es) et ne l’intersecte pas. Ne´anmoins, sa frontie`re ne fait pas partie de
la frontie`re du domaine de re´sistance macroscopique (Fig. 6.6b) car JvtK
eff < 0.
3. Dans le cas interme´diaire h1 < hi + c < h3, les interfaces sont active´es si le taux de
triaxialite´ des de´formations (6.60) β ∈ [βc−;βc+] ou`
βc± =
√
5b(2b+ 3a)± (hi + c)
√
3bw
(
1− ((hi + c)/h3)2
)
2(a+ b)(2b + 3a)α
(
((hi + c)/h1)
2 − 1
) . (6.84)
L’intersection des deux parties du crite`re de re´sistance macroscopique se fait aux deux
points correspondants a` β = βc± (Fig. 6.6c).
Le signe de la valeur critique βc− est physiquement inte´ressant. Lorsque βc− > 0, le point
correspondant sur la frontie`re du domaine de re´sistance macroscopique est situe´ a` la droite
du sommet de l’ellipse. Dans ce cas, la contrainte de´viatorique maximale est atteint dans
un e´tat ou` les interfaces ne sont pas active´es. L’activation des interfaces est alors restreinte
aux valeurs e´leve´es de la contrainte moyenne macroscopique. Au contraire, si βc− < 0, le
point correspondant sur la frontie`re du domaine de re´sistance macroscopique est situe´ a`
la gauche du sommet de l’ellipse, ce qui implique que la contrainte de´viatorique maximale
est atteinte dans un e´tat ou` les interfaces sont effectivement active´es. Ces remarques sont
en accord avec le fait que βc− est une fonction croissante de h. De fait, le signe de βc− est
de´termine´ comme suit : βc− est ne´gatif si (hi + c)
2 < h22 et positif sinon. Remarquons que
βc− n’est pas singulier en hi + c = h1 car il se re´exprime sous la forme
βc− =
5b2(2b+ 3a)
(
((hi + c)/h2)
2 − 1
)
2(a+ b)α
(√
5b(2b+ 3a) + (h+ c)
√
3bw
(
1− ((hi + c)/h3)2
)) . (6.85)
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Fig. 6.6: Crite`res de re´sistance macroscopique dans le cas des interfaces me´so suivant un crite`re
de Mohr-Coulomb (lignes bleues et rouges e´paisses). La ligne bleue correspond aux interfaces
inactive´es et la ligne rouge aux interfaces active´es, pour diffe´rentes valeurs de la re´sistance en
traction hi des interfaces. La ligne noire correspond au crite`re de la matrice pour a = 5, b = 2
et c = 1. La fraction volumique d’inclusion est ρ = 0, 5 et l’angle de frottement αi = 0, 3. Les
lignes pointille´es rouges et bleues sont les parties restantes des ellipses qui n’appartiennent pas
a` la frontie`re du domaine de re´sistance. Les re´sistances d’interfaces critiques sont ici h1 = 2, 66 ;
h2 = 3, 73 ; h3 = 4, 58 et h4 = 5, 93.
4. Si hi + c < h1, βc+ →∞ et les interfaces sont toujours active´es si β > βc−. L’intersection
des deux parties du crite`re de re´sistance macroscopique a lieu en un seul point (Fig. 6.6d).
Dans ce cas, les interfaces sont active´es pour un e´tat de contrainte macroscopique en
traction isotrope pure (β →∞).
Ainsi, lorsque la re´sistance en traction des interfaces est suffisamment faible (hi+ c < h3), le
crite`re (6.61) correspondant aux interfaces parfaites est tronque´ et la syme´trie selon le plan Σm =
−c est rompue. L’ellipse correspondant a` la frontie`re du domaine de re´sistance macroscopique ou`
les interfaces active´es (6.80) est tangente en βc± a` celle ou` les interfaces sont inactive´es (6.61), de
sorte que la frontie`re ∂Ghom du domaine de re´sistance macroscopique n’a pas de point anguleux.
A` proprie´te´s de re´sistance de la matrice et concentration des inclusions fixe´es, l’effet de renfort
des inclusions rigides de´croˆıt avec une re´duction de la re´sistance en traction des interfaces hi ou
de l’angle de frottement αi (Fig. 6.6). Finalement, il est inte´ressant de mentionner que le cas
des interfaces de Tresca est bien retrouve´ a` partir du cas Mohr-Coulomb dans la limite αi → 0
et hi →∞ avec hi = k/αi.
Dans le cas ou` les parame`tres de re´sistance de la matrice argileuse sont re´gis par (6.7), la
surface engendre´e par la se´rie de frontie`res ∂Ghom(φ) est repre´sente´e Fig. 6.7.
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Fig. 6.7: Crite`re de re´sistance macroscopiques dans le cas des interfaces me´so avec un crite`re
de Mohr-Coulomb. Le crite`re de la matrice (6.6) est utilise´ avec hg=92,86 ; αg=0,055 ; ρ=0,6 ;
αi=0,065 et hi = 0 (bleu pointille´) ; 50 (rouge tiret) ou ∞ (noir plein).
Comparaison a` d’autres me´thodes d’homoge´ne´isation
Le re´sultat (6.61) qui concerne le cas des inclusions parfaites a e´te´ re´cemment e´tabli par Shen
et al. [90] en suivant la meˆme me´thode, appele´e “me´thode variationnelle”. Une comparaison avec
une me´thode alternative de type Gurson est propose´e dans [50]. De nouvelles comparaisons sont
propose´es dans cette section, toujours dans le cas ou` les interfaces sont parfaites.
Un raisonnement ge´ne´ral permet de montrer que le de´calage −c1 dans (6.6) conduit a` une
translation du domaine de re´sistance homoge´ne´ise´ de −c1 dans le cas d’inclusions rigides avec
un crite`re d’interface insensible a` la contrainte normale, ce qui est bien reproduit par la me´thode
variationnelle. Il est donc suffisant d’e´tudier le cas d’un crite`re de matrice elliptique centre´ a`
l’origine.
Rappelons que le rapport d’aspect de l’ellipse du crite`re de re´sistance de la matrice (6.6)
peut avoir une grande amplitude, en particulier a` l’approche de la porosite´ critique. Il convient
de ve´rifier la qualite´ des estimations propose´es, obtenues par la me´thode variationnelle, pour
des rapports d’aspect faibles comme tre`s e´leve´s.
Mode`le de sphe`re composite Tentons ici de ve´rifier la qualite´ de l’estimation (6.61) du
crite`re de re´sistance macroscopique en l’absence d’effets d’interfaces obtenue par la me´thode
variationnelle. Dans (6.61), la re´sistance en compression (ou traction isotrope) est de´termine´e
par le grand axe
√
A et la pre´contrainte −c. Au vu des remarques pre´ce´dentes, il est suffisant
de ve´rifier la pertinence de la re´sistance isotrope propose´e en l’absence du de´calage −c1, qui est
uniquement de´termine´e par
√
A. Dans (6.61), la de´viatorique maximale est de´termine´e par
√
B.
L’approche cine´matique du Calcul a` la Rupture peut eˆtre mise en oeuvre sur une sphe`re
composite constitue´e d’un noyau sphe´rique rigide entoure´ de la matrice argileuse avec le crite`re
de re´sistance (6.6) sans le de´calage −c1. Dans un premier temps, pour les directions purement
hydrostatique (voir (F.19)) ou de´viatorique (voir [50]), le choix de champs de vitesse correspon-
dants a` des taux de de´formation uniformes avec discontinuite´s de vitesse conduit aux majorants
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suivants
Σ+,uni.m =
√
a
[
(1− ρ) + ρ
√
1 +
2b
3a
]
Σ+,uni.d =
√
b
[
(1− ρ) + ρ
√
17b+ 12a
10b
] (6.86)
La charge hydrostatique limite exacte (F.7) de la sphe`re composite a e´te´ e´tablie dans l’an-
nexe F par combinaison des approches cine´matique et statique du Calcul a` la Rupture. Pour
la contrainte moyenne macroscopique maximale supportable, les re´sultats (F.7), (6.86) et (6.61)
sont compare´s Fig. 6.8. La me´thode variationnelle surestime le´ge`rement la re´sistance en compres-
sion de la sphe`re composite, mais l’e´cart reste tout a` fait acceptable. Notons que la cine´matique
du me´canisme de ruine de la sphe`re composite sous chargement hydrostatique fait intervenir
une localisation du taux de de´formation dans la matrice a` la frontie`re avec l’inclusion, qui se
manifeste par un saut de vitesse (Fig. F.1). Remarquons que l’approche cine´matique avec un
taux de de´formation uniforme dans la matrice et un saut de vitesse a` la frontie`re avec l’inclusion
(voir Fig. F.1) donne une estimation (6.86) tre`s proche de celle obtenue par la me´thode se´cante
modifie´e (6.61), qui utilise aussi un taux de de´formation uniforme dans la matrice.
La discussion concernant la contrainte de´viatorique maximale est plus de´licate. Remarquons
tout de suite que dans la limite a/b→∞, pour laquelle on retrouve un crite`re de Von Mises pour
la matrice,
√
B dans (6.61) reste fini tandis que Σ+,uni.d (6.86) tend vers l’infini quelque soit la
fraction volumique de renfort ρ > 0, ce qui n’est pas physiquement acceptable. La divergence est
duˆe au terme de discontinuite´ du champ de vitesse choisi, qui ne respecte pas asymptotiquement
pour a/b→∞ la condition de pertinence JvnK = 0 du crite`re de Von Mises. En tenant compte de
cette remarque, une nouvelle borne supe´rieure (F.52) de la re´sistance de´viatorique maximale de
la sphe`re composite a e´te´ e´tablie dans l’annexe F. L’ame´lioration apporte´e par la borne (F.52)
par rapport a` (6.86) se manifeste principalement pour les rapports d’aspect a/b e´leve´s (voir
Fig. 6.8). Par ailleurs, elle est en excellent accord avec les re´sultats de la me´thode variationnelle
pour les faibles fractions volumiques.
Cellule unitaire en conditions aux limites pe´riodiques Par la me´thode nume´rique
pre´sente´e au chapitre 5, la re´sistance d’un re´seau pe´riodique cubique faces centre´es (CFC)
d’inclusions plonge´es dans la matrice est e´tudie´e. Seules les directions de chargement D =
1/3 cos(θ)1+1/
√
6 sin(θ)(1− ez ⊗ ez) sont ici explore´es nume´riquement. Dans le plan (Σm,Σd)
qui y correspond, le crite`re est quasiment elliptique aux faibles fractions volumiques d’inclusions
mais s’en e´carte le´ge`rement aux plus fortes concentrations (voir Fig. 6.9 et 6.10). Rappelons
cependant que l’e´tude d’autres directions de chargement pre´sente´e au chapitre 5 montre une
de´pendance du crite`re macroscopique au troisie`me invariant des contraintes, que la me´thode
pre´sente´e dans ce chapitre n’a pas permis de capturer.
La re´sistance en compression/traction hydrostatique pour le re´seau pe´riodique est supe´rieure
a` celles de la sphe`re composite et de l’estimation par la me´thode variationnelle (Fig. 6.8). Ces
deux dernie`res sont tre`s proches. Une premie`re hypothe`se est que cette surestimation est la si-
gnature de l’interaction entre les inclusions par pe´riodicite´. Notons aussi que dans le re´seau CFC
les inclusions forment un squelette rigide a` partir du seuil de percolation ρ ≈ 0, 74, tandis que le
sche´ma de Mori-Tanaka comme le mode`le de sphe`re composite impliquent l’absence de perco-
lation des inclusions. Cependant, la surestimation pour le re´seau pe´riodique est aussi observe´e
aux faibles fractions volumiques d’inclusions. Une autre hypothe`se est que la me´thode nume´rique
utilise´e prend mal en compte la localisation des de´formations. Toutefois, une e´tude de sensibi-
lite´ a` la discre´tisation semble infirmer cette seconde hypothe`se. Notons qu’un tel phe´nome`ne
de diffe´rence prononce´e sur la re´sistance en compression/traction hydrostatique de la sphe`re
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Fig. 6.8: Contraintes moyenne et de´viatorique macroscopiques maximales (interfaces parfaites).
Trait noir : me´thode variationnelle (6.61), trait rouge : sphe`re composite, borne supe´rieure par
champ uniforme (6.86), trait bleu : sphe`re composite, charge limite exacte (F.7) pour Σmaxm ou
borne supe´rieure par champ avec fonction de courant (F.52) pour Σmaxd , point noir : calcul par
la me´thode nume´rique du chapitre 5 sur un re´seau CFC et une grille 643.
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Fig. 6.9: Comparaison des crite`res de re´sistance macroscopique pour ρ = 0, 51. Rouge : me´thode
nume´rique du chapitre 5 sur un re´seau CFC, bleu : calcul e´lastoplastique sur une sphe`re com-
posite (re´alise´s par G. Hassen, Navier/ENPC), noir : (6.61).
composite d’un re´seau pe´riodique a e´te´ observe´e pour le cas d’une matrice avec crite`re de Von
Mises et des pores sphe´riques [5, 80, 103].
La re´sistance de´viatorique (6.61) majore le´ge`rement celle du re´seau pe´riodique aux faibles
fractions volumiques mais est sensiblement plus faible aux plus fortes concentrations (Fig. 6.8).
D’autres comparaisons dans le cas d’interfaces imparfaites seraient bienvenues pour statuer
de la qualite´ des estimations propose´es, mais ne´cessiteraient l’utilisation de me´thodes plus so-
phistique´es qui permettent la prise en compte de discontinuite´s du champ de vitesse.
6.5 Effet d’une pression de fluide dans les pores de la matrice
Les re´sultats e´tablis jusqu’a` pre´sent ont e´te´ conduit sous l’hypothe`se que la contrainte dans
les pores de la matrice argileuse est nulle. Dans la suite, le cas ou` les pores sont remplis d’un
fluide a` une pression non ne´gligeable est e´tudie´. Dans un premier temps, la modification du
crite`re de re´sistance de la matrice argileuse est expose´e. Dans un second temps, l’impact de la
pression dans les pores sur le crite`re de re´sistance macroscopique et l’activation des interfaces
est discute´.
6.5.1 Existence d’une contrainte effective pour la re´sistance de la matrice
En l’absence de pression de fluide dans les pores, le domaine de re´sistance me´so Gm =
Gm(p = 0) de la matrice argileuse a` l’e´tat sec obtenu par He et al. [51] correspond a` l’ensemble
des e´tats de contrainte σmeso tels qu’il existe un champ de contrainte microscopique σ de´fini sur
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Fig. 6.10: Comparaison des crite`res de re´sistance macroscopique pour a = 10, b = 1, ρ = 0, 1
(rouge) ; 0, 3 (vert) ou 0, 5 (bleu). Trait plein : me´thode nume´rique du chapitre 5 sur un re´seau
CFC, pointille´ (6.61).
un VER Ωm de la matrice qui ve´rifie
σmeso ∈ Gm = Gm(p = 0)⇔ ∃σ(z) tel que


divσ = 0 (Ωm)
σ quelconque (Ωg)
σ = 0 (Ωp)
T = σ · n continu (Γg)
fg(T ) ≤ 0 (Γg)
σm = σmeso
(6.87)
Lorsque les pores de la matrice sont totalement remplis par un fluide a` une pression uniforme
p, le domaine de re´sistance me´so de la matrice argileuse sature´e Gm(p) correspond a` l’ensemble
des e´tats de contrainte σmeso tels qu’il existe un champ de contrainte microscopique σ de´fini sur
un VER Ωm de la matrice qui ve´rifie
σmeso ∈ Gm(p)⇔ ∃σ(z) tel que


divσ = 0 (Ωm)
σ quelconque (Ωg)
σ = −p1 (Ωp)
T = σ · n continu (Γg)
fg(T ) ≤ 0 (Γg)
σm = σmeso
(6.88)
Le fait que le crite`re d’interface entre grains fg(T ) est un coˆne peut eˆtre mis a` profit pour
de´montrer l’existence d’une contrainte effective pour le crite`re de re´sistance me´so de la matrice
argileuse en suivant [5, 29, 34]. Suivant ces auteurs, remarquons que le crite`re de Mohr-Coulomb
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e´crit sous la forme (6.1) ve´rifie
∀T ∈ R3 , ∀λ ≥ 0
{
fg(T ) ≤ 0⇒ fg(T˜ ) ≤ 0
fg(T˜ ) = λfg(T )
avec T˜ = λT + (1− λ)hgn (6.89)
Ainsi, sous re´serve que p > −hg, le choix λ = 1/(1 + p/hg) conduit a`
fg(T ) =
(
1 +
p
hg
)
fg(T˜ ) avec T˜ =
T + pn
1 + p/hg
(p > hg) (6.90)
Supposons qu’un e´tat de contrainte σmeso ∈ Gm(p) : il existe alors un champ de contrainte
microscopique σ de´fini sur le VER Ωm ve´rifiant les conditions de (6.88). A` partir de ce champ,
on peut construire le champ σ˜ = (σ + p1)/(1 + p/hg) qui ve´rifie les conditions de (6.87) pour
une contrainte me´soscopique σ˜meso = (σmeso + p1)/(1 + p/hg). L’implication σ
meso ∈ Gm(p)⇒
σ˜meso ∈ Gm(0) est donc assure´e. En appliquant le meˆme raisonnement, la re´ciproque s’obtient
aise´ment et l’e´quivalence suivante est obtenue
σmeso ∈ Gm(p)⇔ σ˜meso = σ
meso + p1
1 + p/hg
∈ Gm(0) = Gm. (6.91)
Ainsi, le crite`re de re´sistance me´soscopique de la matrice argileuse est re´gi par la contrainte
effective
σ˜meso =
σmeso + p1
1 + p/hg
(6.92)
Par ailleurs, l’utilisation de la contrainte effective (6.92) dans les diffe´rentes formes (6.6),
(6.8), (6.11) ou (6.12) du crite`re de re´sistance homoge´ne´ise´ de la matrice argileuse a` l’e´tat sec
permet de montrer que la pre´sence d’un fluide sous pression ne modifie pas la nature du crite`re.
En particulier, dans le cas 1/3 < φ < 1/2, les formes (6.6) et (6.8) ne font intervenir que les
trois grandeurs a, b et c de´finies par (6.7). Le crite`re de re´sistance me´so a` l’e´tat sec peut donc
se mettre sous une forme fm(σ, p = 0, a, b, c). En utilisant la contrainte effective (6.92) dans ces
deux formes du crite`re a` l’e´tat sec, on montre que le crite`re de re´sistance a` l’e´tat sature´ fm(σ, p)
n’implique qu’une modification des grandeurs a, b et c de l’e´tat sec :
fm(σ, p) = fm(σ˜, 0, a, b, c) = fm(σ, 0, a˜, b˜, c˜) (6.93)
avec
a˜ = a
(
1 +
p
hg
)2
; b˜ = b
(
1 +
p
hg
)2
; c˜ = c
(
1 +
p
hg
)
+ p (6.94)
L’effet d’une pression de fluide sur le crite`re de re´sistance elliptique de la matrice argileuse
est illustre´ Fig. 6.11. Pour φ > φcrit donne´ (resp. 1/3 < φ < φcrit), l’ellipse (resp. l’hyperbole)
dans le plan (σm, σd) correspondant a` ∂G
m(p) est de´duite de celle correspondant a` ∂Gm(0)
par l’application d’une homothe´tie centre´e en (−c, 0) et de rapport (1 + p/hg) ≥ 1 puis d’une
translation −p(1 + c/hg) suivant l’axe σm.
6.5.2 Re´sistance du mate´riau argileux renforce´ en pre´sence d’un fluide
Le re´sultat (6.93) est remarquable car il implique que tous les efforts de´ploye´s pre´ce´demment
dans ce chapitre, a` savoir la de´termination du crite`re de re´sistance macroscopique d’un composite
avec matrice suivant un crite`re elliptique et inclusions rigides avec effets d’interfaces, peuvent
directement eˆtre applique´s pour prendre en compte l’effet d’une pression de fluide dans les pores.
En pre´sence d’un fluide a` la pression p, les crite`res de re´sistance macroscopiques se de´duisent
de ceux a` l’e´tat sec de´finis par (6.61), (6.62), (6.79) en remplac¸ant a, b et c par a˜, b˜ et c˜ selon
(6.94). Cependant, il faut prendre garde que les conditions d’activation des interfaces sont aussi
modifie´es selon le meˆme proce´de´.
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Fig. 6.11: Modification du crite`re de re´sistance de la matrice argileuse Fig. 6.2 a` l’e´tat sec
(pointille´ gris) en pre´sence d’un fluide sous pression p=12 (trait plein bleu).
Modification des conditions d’activation des interfaces de Tresca A` l’e´tat sec, il existe
au moins un e´tat de contrainte de ∂Ghom telle que les interfaces de Tresca soient active´es si leur
re´sistance tangentielle k < kc(0) (6.66). A` l’e´tat sature´ par un fluide sous pression, cette condition
est modifie´e suivant
k < kc(0) devient k < kc(0)
(
1 +
p
hg
)
(6.95)
Ainsi, en partant de l’e´tat sec avec k > kc(0) donne´, aucun e´tat de contrainte macroscopique
admissible ne peut entraˆıner l’activation des interfaces. Cependant, dans ce cas, il existe une
pression de fluide p au dela` de laquelle il existe au moins un e´tat de contrainte de ∂Ghom telle
que les interfaces de Tresca soit active´es. Ce sce´nario est illustre´ Fig. 6.12 et 6.13.
Modification des conditions d’activation des interfaces de Mohr-Coulomb L’effet de
la pression de fluide sur les conditions d’activation des interfaces de Mohr-Coulomb est plus
de´licat car deux effets entrent en compe´tition :
– Les quatre parame`tres d’activation hj (j=1,...,4) de´finis a` l’e´tat sec par (6.73) et (6.81)
sont multiplie´s en pre´sence d’une pression par (1 + p/hg) :
∀j ∈ {1, ..., 4} hj devient hj
(
1 +
p
hg
)
(6.96)
– La grandeur hi + c qui doit eˆtre compare´e aux parame`tres d’activation hj est elle meˆme
augmente´e de p(1 + c/hg) en pre´sence d’un fluide sous pression.
hi + c devient hi + c+ p
(
1 +
c
hg
)
(6.97)
Ainsi, les ine´galite´s a` ve´rifier pour l’activation des interfaces sont transforme´es en pre´sence d’un
fluide sous pression comme suit :
∀j ∈ {1, ..., 4} hi + c ≤ hj devient hi + c ≤ hj + p hj − hg − c
hg
(6.98)
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Fig. 6.12: Modification du crite`re de re´sistance macroscopique avec interfaces de Tresca en
pre´sence d’un fluide sous pression.
En particulier, si h3 − hg − c > 0 (resp. < 0), une augmentation de pression favorise (resp.
de´favorise) l’existence d’e´tats de contrainte de ∂Ghom pour lesquels les interfaces sont active´es.
Dans une logique ou` seules la porosite´ et la pression de fluide sont amene´es a` varier, une
porosite´ d’activation φact a` l’e´tat sec peut eˆtre de´finie comme la porosite´ solution de hi+ c = h3.
Pour une porosite´ φ > φact, il n’existe pas d’e´tat de contrainte de ∂Ghom pour lequel les interfaces
sont active´es. Pour cette porosite´ d’activation, h3−hg−c = hi−hg donc l’effet de la pression sur
l’activation des interfaces est simplement gouverne´ par la diffe´rence de re´sistance en traction des
interfaces grain-grain (micro) et matrice-inclusion (me´so). Ainsi, si hi > hg, une augmentation
de pression augmente la taille du domaine de porosite´s pour lesquelles les interfaces peuvent
eˆtre active´es, et re´ciproquement. Cette compe´tition entre la re´sistance en traction des interfaces
micro et celle des interfaces me´so est illustre´e Fig. 6.14 et 6.15.
Ligne d’activation des interfaces Plac¸ons nous dans la situation ou` le seul parame`tre mi-
crostructurel amene´ a` varier est la porosite´. Le crite`re de re´sistance macroscopique, tre`s sensible
a` la porosite´, peut eˆtre repre´sente´ dans l’espace a` trois dimensions (Σm,Σd, φ) (voir par exemple
Fig. 6.13 et Fig. 6.15). Cette repre´sentation fait apparaˆıtre une ligne de l’espace qui correspond
a` l’intersection de la surface engendre´e par la se´rie d’ellipses frontie`res de ∂Ghom(φ) pour les in-
terfaces inactive´es avec celle pour les interfaces active´es. La projection de cette ligne dans le plan
(Σm,Σd) est pre´sente´e Fig. 6.16. Un inte´reˆt particulier pour cette ligne d’activation sera porte´
au chapitre 7 qui propose une relecture e´lasto-plastique du crite`re de re´sistance macroscopique.
En effet, un trajet de chargement qui franchit la ligne d’activation va entraˆıner le de´clenchement
de glissements aux interfaces matrice-inclusion, ce qui peut re´sulter en une de´te´rioration des
proprie´te´s me´caniques de ces interfaces.
A` confinement e´leve´, l’activation des interfaces de Tresca est tre`s peu de´pendante du confi-
nement et principalement conditionne´e par la contrainte de´viatorique. Au contraire, l’activation
des interfaces de Mohr-Coulomb est asymptotiquement re´gie par une loi line´aire qui de´pend du
confinement. Pour ces deux cas, une certaine correspondance entre la forme mathe´matique de
la ligne d’activation et du crite`re de re´sistance d’interface sont observe´es aux forts confinement.
Remarquons finalement que, asymptotiquement a` confinement e´leve´, les lignes d’activation sont
quasiment inde´pendantes de la pression de fluide.
Augmentation de la re´sistance de´viatorique maximale Dans le cas des interfaces de
Tresca, bien que les interfaces soient plus susceptibles d’avoir une possibilite´ d’eˆtre active´es
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Fig. 6.13: Crite`re de re´sistance macroscopique avec interfaces de Tresca, sec (clair) ou avec fluide
sous pression (fonce´).
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(a) φ=0,37 ; hi=50< hg ≈93
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Fig. 6.14: Modification du crite`re de re´sistance macroscopique avec interfaces de Mohr-Coulomb
en pre´sence d’un fluide sous pression.
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(a) hi = 50 < hg ≈ 93
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Fig. 6.15: Crite`re de re´sistance macroscopique avec interfaces de Mohr-Coulomb, sec (clair) ou
avec fluide sous pression (fonce´).
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Fig. 6.16: Effet de la pression de fluide sur la ligne d’activation des interfaces.
en pre´sence d’une pression de fluide, cette activation survient pour un niveau de contrainte
de´viatorique plus e´leve´. D’apre`s (6.62) et (6.94), la re´sistance de´viatorique maximale est ainsi
une fonction croissante de la pression de fluide, meˆme si les interfaces s’activent.
De meˆme, dans le cas des interfaces de Mohr-Coulomb, on montre dans tous les cas que la
re´sistance de´viatorique maximale est aussi une fonction croissante de la pression de fluide.
Ce chapitre a pre´sente´ un mode`le a` trois e´chelles pour la description des proprie´te´s de
re´sistance d’une roche argileuse. Pour la transition micro-me´so, les re´sultats de He et al. [51]
ont e´te´ adopte´s pour la matrice argileuse. Pour la transition me´so-macro, la me´thode se´cante
modifie´e est utilise´e avec une repre´sentation ale´atoire implicite d’un composite a` matrice avec
effets d’interface.
Dans le cas particulier d’interfaces parfaites entre la matrice et les inclusions, la me´thode
a conduit aux re´sultats expose´s dans Shen et al. [90]. Nous avons ici compare´ ces re´sultats
avec deux me´thodes alternatives sur des ge´ome´tries explicites : le calcul a` la rupture sur une
sphe`re composite et la me´thode nume´rique du chapitre 5 sur un re´seau pe´riodique cubique a`
faces centre´es. Cette comparaison a permis de confirmer que la me´thode se´cante modifie´e rend
bien compte de l’allure du crite`re et des valeurs des re´sistances de´viatoriques et hydrostatiques.
Cependant, la me´thode se´cante modifie´e n’a pas permis de capturer l’effet du troisie`me invariant
observe´ nume´riquement.
Le cas ge´ne´ral d’interfaces imparfaites re´gies par un crite`re de re´sistance de type Tresca ou
Mohr-Coulomb fait apparaˆıtre un crite`re composite et la notion d’activation des me´canismes
d’interfaces. L’activation des interfaces est gouverne´e par le taux de triaxialite´ du taux de
de´formation macroscopique. L’activation des interfaces a pour effet de re´duire la re´sistance
de´viatorique en comparaison avec le cas des interfaces parfaites. Cependant, la re´sistance en
compression isotrope reste inchange´e car les interfaces ne sont pas active´es. En traction iso-
trope, les interfaces de Tresca ne sont pas active´es mais celles de Mohr-Coulomb peuvent l’eˆtre
conditionnellement.
Lorsque qu’un fluide sature totalement l’espace poreux, la prise en compte de la pression
de fluide est imme´diate graˆce a` l’existence d’une contrainte effective pour la re´sistance. Une
pression dans les pores modifie les conditions d’activation des interfaces.
* *
*
Troisie`me partie
Plasticite´
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Chapitre 7
Plasticite´
Re´sume´ : L’objet de ce chapitre est de proposer une interpre´tation en plasticite´ des crite`res
de re´sistance ductile obtenus dans le chapitre 6. L’objectif est de proposer des me´canismes per-
mettant de rendre compte de deux observations courantes sur les mate´riaux granulaires (lors
d’un essai trixial) : d’une part, la pre´sence d’un pic de contraintes suivi d’un plateau (e´tat
critique) ; d’autre part, le changement de signe de la de´formation volumique. Le me´canisme pro-
pose´ pour rendre compte du changement de signe de la de´formation volumique, situe´ a` l’e´chelle
micro (grains et pores), est une compe´tition entre une variation de porosite´ et une dilatation
des interfaces. La notion d’e´tat critique est obtenue en proposant un e´crouissage de la matrice
argileuse par changement de porosite´. Le me´canisme propose´ pour la description d’un pic de
contraintes, situe´ a` l’e´chelle me´so, est un adoucissement des proprie´te´s d’interfaces entre les in-
clusions et la matrice. Le pic de contrainte re´sulte de la compe´tition entre un e´crouissage positif
par re´duction de porosite´ et un e´crouissage ne´gatif par de´te´rioration des proprie´te´s d’interfaces
matrice-inclusion.
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Ce chapitre cherche a` mettre a` profit l’analogie entre l’analyse limite en e´lasto-plasticite´
et le calcul a` la rupture pour proposer une mode´lisation du comportement e´lasto-plastique de
mate´riaux granulaires et argileux. Pour e´viter les confusions entre ces deux disciplines, pre´cisons
la terminologie. En calcul a` la rupture, les capacite´s de re´sistance locales peuvent eˆtre de´crite par
une fonction crite`re de re´sistance. Pour une direction de chargement donne´e, la charge extreˆme
supportable par la structure est de´termine´e par l’identification d’un me´canisme de ruine optimal.
En e´lasto-plasticite´, la limite d’e´lasticite´ correspond a` l’initiation de la plasticite´ et est atteinte
suite a` une e´volution e´lastique. La limite d’e´lasticite´ est de´crite par un crite`re de plasticite´ (ou
fonction de charge plastique). La limite d’e´lasticite´ ne doit pas eˆtre confondue avec la charge
limite qui est atteinte a` l’e´coulement plastique libre de la structure. Formellement, dans le cas
ou` la fonction de charge plastique d’un proble`me e´lasto-plastique est identique en tout point
au crite`re de re´sistance d’un proble`me de calcul a` la rupture, le me´canisme de ruine optimal
qui conduit a` la de´termination de la charge extreˆme correspond au me´canisme d’e´coulement
plastique libre : il s’agit de l’analogie que nous souhaitons mettre a` profit.
Par ailleurs, un mate´riau e´lasto-plastique peut subir un e´crouissage, c’est a` dire une modifica-
tion de sa limite d’e´lasticite´ et de sa fonction de charge plastique. L’e´crouissage du mate´riau peut
avoir deux origines micro-structurales : un e´crouissage par e´nergie bloque´e ou un e´crouissage par
changement de ge´ome´trie.
Pour fixer les ide´es, prenons l’exemple d’un mate´riau poreux mode`le comme une sphe`re com-
posite constitue´e d’une couronne de mate´riau e´lasto-plastique isotrope uniforme entourant un
pore sphe´rique [8]. Lorsque ce mate´riau est soumis a` une pression exte´rieure p, l’e´volution est
e´lastique jusqu’a` la pression p1 pour laquelle les contraintes a` la frontie`re du pore atteignent la
limite d’e´lasticite´. Une augmentation supple´mentaire de la pression a` une valeur p2 entraˆıne la
de´formation plastique d’une couronne dont l’e´tendue croˆıt a` partir du pore. De`s lors, une partie
de l’e´nergie e´lastique est bloque´e car si le mate´riau est de´charge´, des contraintes re´siduelles sub-
sistent pour assurer la compatibilite´ ge´ome´trique. Le mate´riau peut ensuite eˆtre recharge´ jusqu’a`
la pression p2 > p1 sans entrainer de de´formation plastique supple´mentaire : c’est une manifes-
tation de l’e´crouissage par e´nergie bloque´e. La pression exte´rieure peut ensuite eˆtre augmente´e
jusqu’a` la valeur p3 telle que la couronne plastifie´e atteigne l’exte´rieur de la sphe`re composite.
Si on raisonne a` ge´ome´trie fixe´e, le mate´riau ne peut supporter de pression supe´rieure a` p3
car l’e´coulement plastique libre est atteint. En revanche, la prise en compte du changement
de ge´ome´trie qui conduit a` la fermeture progressive du pore permet d’atteindre des pressions
supe´rieures a` p3 : c’est une manifestation de l’e´crouissage par changement de ge´ome´trie. Pour
ce mode`le, le changement de ge´ome´trie permet de rendre compte d’un e´crouissage beaucoup
plus important que l’e´nergie bloque´e [8]. Cependant, il faut conside´rer des changements de po-
rosite´ tre`s importants. Au contraire, les expe´riences sur les mate´riaux argileux montrent qu’une
modification mineure de la porosite´ peut induire une e´volution majeure de l’e´crouissage [2, 88].
L’approche heuristique que nous proposons pour la mode´lisation du comportement e´lasto-
plastique de mate´riaux argileux est la suivante. La description de la microstructure a` trois e´chelles
pre´sente´e au chapitre 6 est adopte´e. Dans un premier temps, on se focalise sur le comportement
de la matrice argileuse a` l’e´chelle me´so. Les me´canismes de ruine identifie´s par He et al. [51]
sont adopte´s comme me´canismes d’e´coulement plastique libre. Or les crite`res de re´sistances ob-
tenus par He et al. [51] s’ave`rent extreˆmement sensibles a` la porosite´ de la matrice argileuse.
On propose donc de rendre compte d’un e´crouissage par changement de ge´ome´trie de la mi-
crostructure. Lors d’un incre´ment infinite´simal de charge, la porosite´ est actualise´e d’apre`s le
me´canisme d’e´coulement plastique libre. Cela revient a` supposer que sur une configuration ac-
tuelle, le comportement est e´lastique parfaitement plastique. En particulier, l’e´crouissage de la
microstructure par e´nergie bloque´e est ne´glige´.
Dans un second temps, on remonte au comportement e´lasto-plastique du mate´riau argileux
renforce´ par des inclusions avec interfaces imparfaites. La strate´gie adopte´e est la meˆme qu’a`
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Fig. 7.1: Description du mate´riau aux e´chelles micro (gauche) et me´so (droite).
l’e´chelle infe´rieure. Cependant, on suppose en outre la de´gradation des proprie´te´s des interfaces
par une loi pilote´e par le saut de de´placement tangentiel a` l’interface entre matrice et inclusions.
7.1 Pre´sentation du mate´riau a` trois e´chelles
7.1.1 Morphologie
On conside`re le mate´riau a` trois e´chelles appele´es micro, me´so et macro du chapitre 6 de´crit
Fig. 7.1. A` l’e´chelle “micro”, un volume e´le´mentaire repre´sentatif (VER) Ωm de ce qui constitue
la matrice de l’e´chelle “me´so” est conside´re´. La matrice est constitue´e d’un assemblage de grains
rigides occupant le domaine Ωg et d’un espace poreux. L’espace poreux entre les grains occupe
le domaine Ωp, de fraction volumique appele´e porosite´ φ = |Ωp|/|Ωm|. Les grains sont jointifs et
on note Γg l’union de toutes les interfaces entre grains. La surface spe´cifique des interfaces entre
grains, homoge`ne a` l’inverse d’une longueur, est note´e γg = |Γg|/|Ωm|. Dans tout le chapitre, on
utilisera abusivement l’appelation “matrice” pour cet assemblage granulaire.
A` l’e´chelle “me´so”, un VER Ω appele´ mate´riau renforce´ est conside´re´. Le mate´riau renforce´
est constitue´ de la matrice qui occupe le domaine Ωm et d’inclusions. Les inclusions occupent le
domaine Ωi, de fraction volumique ρ = |Ωi|/|Ω|. L’union de toutes les interfaces entre inclusions
et matrice est note´e Γi. La surface spe´cifique des interfaces entre inclusions et matrice est note´e
γi = |Γi|/|Ω|.
7.1.2 Constituants
Les interfaces entre grains microscopiques sont imparfaites, sujettes a` des frottements re´gis
par un crite`re de plasticite´ de type Mohr-Coulomb (6.1) sur le vecteur contrainte T applique´ a`
l’interface. Les glissements entre les grains sont de´crits par un saut de de´placement JξK ou de
vitesse JvK. De meˆme, les interfaces entre inclusions me´soscopiques et matrice sont imparfaites.
Deux types de crite`res de plasticite´ d’interface sont conside´re´s a` l’e´chelle me´so : soit un crite`re
de Tresca (6.15), soit un crite`re de Mohr-Coulomb (6.16).
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A` l’e´chelle me´soscopique, le taux de de´formation moyen dans la matrice est duˆ a` deux
origines, e´lastique et plastique, et note´ d = de + dp. La contrainte me´so dans la matrice est
note´e σ. A` l’e´chelle micro, les sauts de vitesse tangentielle et normale aux interfaces entre grains
sont note´s respectivement JvtK et JvnK. Le comportement me´so de la matrice provient d’une
homoge´ne´isation micro-me´so de l’assemblage de grains interface´s.
7.2.1 E´lasticite´ de la matrice
Un mode`le simplifie´ est propose´ pour rendre compte du comportement e´lastique de la ma-
trice 1. Dans un souci de simplification, les grains micro sont suppose´s rigides, de raideur infinie.
Les pores ont une raideur nulle et l’e´lasticite´ de la matrice provient de celle des interfaces
entre grains. Le saut de de´placement e´lastique JξKe a` travers l’interface est relie´ au vecteur
contrainte T = σ ·n applique´ a` l’interface, de normale n par la raideur d’interface Kg telle que
T =Kg ·JξKe. La raideur d’interface entre grains se de´compose enKg = Kgnn⊗n+Kgt (1−n⊗n)
ou` Kgn etK
g
t de´signent respectivement les raideurs d’interface normale et tangentielle. La raideur
d’interface normale Kgn est suppose´e infinie, ce qui entraˆıne l’absence de contribution e´lastique
au saut de vitesse normal a` travers les interfaces.
Les grains sont suppose´s sphe´riques de rayon r0. Le tenseur de raideur homoge´ne´ise´ de la
matrice est isotrope et se met sous la forme Cm = 3kmJ + 2µmK. Dans le re´gime de porosite´
1/3 < φ < 1/2, les modules isotropes d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´s de la matrice sont [51]
km = r0K
g
t K ; µm = r0KgtM, (7.1)
avec les modules normalise´s M et K donne´s (6.4).
7.2.2 Plasticite´ de la matrice
On se place dans le cas de grains rigides et d’interfaces entre grains re´gies par un crite`re
de plasticite´ de Mohr-Coulomb (6.1) avec re`gle d’e´coulement plastique associe´e. On note hg la
re´sistance en traction isotrope des interfaces entre grains et αg l’angle de frottement. Le crite`re
de rupture de la matrice argileuse pre´sente´ par He et al. [51] est ici interpre´te´ comme un crite`re
de plasticite´.
Dans le re´gime de porosite´ 1/3 < φ < 1/2, le comportement plastique homoge´ne´ise´ de´pend du
parame`tre adimensionnel δ de´fini en (6.5). Lorsque δ < 1, le domaine de plasticite´ de la matrice
est de´limite´ par une ellipse dans le plan (σm, σd) de´crite par la fonction de charge plastique f
(6.6) :
f(σ, φ) =
(σm + c(φ))
2
a(φ)
+
σ2d
b(φ)
− 1 ≤ 0 (7.2)
ou a, b et c donne´s en (6.7) sont tre`s sensibles a` la porosite´ φ lorsqu’elle est proche de la porosite´
critique φcrit de´finie en (6.10).
A` partir d’un e´tat de contrainte σ de la matrice, on applique un incre´ment de contrainte in-
finite´simal dσ. Si l’e´tat de contrainte est a` l’inte´rieur du domaine d’e´lasticite´ (f(σ, φ) < 0),
l’e´volution est e´lastique. Si l’e´tat de contrainte est sur la frontie`re du domaine d’e´lasticite´
(f(σ, φ) = 0) et que l’incre´ment de contrainte est dirige´ vers l’inte´rieur de ce domaine
(∂f(σ, φ)/∂σ : dσ ≤ 0), l’e´volution est e´lastique. Dans ces deux cas, l’incre´ment de contrainte
n’entraˆıne pas de de´formation plastique. En revanche, le cas ou` l’e´tat de contrainte est sur
la frontie`re du domaine d’e´lasticite´ (f(σ, φ) = 0) et l’incre´ment de contraintes est dirige´ vers
l’exte´rieur de ce domaine (∂f(σ, φ)/∂σ : dσ > 0) correspond a` une charge plastique.
1Ce mode`le est bien entendu insuffisant pour rendre compte de l’e´lasticite´ d’un mate´riau argileux : l’inte´reˆt
ve´ritable de ce chapitre est la mode´lisation de la plasticite´.
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En phase de charge plastique, le principe du travail plastique maximal e´nonce´ par Hill (1950)
conduit a` la re`gle de normalite´ : le taux de de´formation plastique est oriente´ selon la normale
exte´rieure au domaine d’e´lasticite´. Comme la surface de la limite d’e´lasticite´ ne pre´sente ici pas
de point anguleux, il existe un scalaire Λ˙m > 0 appele´ multiplicateur plastique de la matrice tel
que
dp = Λ˙m
∂f(σ, φ)
∂σ
⇒ dpv = Λ˙m
2(σm + c)
a
; dpd = Λ˙m
2σd
b
. (7.3)
La direction du taux de de´formation plastique de la matrice βm = d
p
v/d
p
d se de´duit alors de l’e´tat
de contrainte dans la matrice par
βm =
dpv
dpd
=
(σm + c)b
σda
. (7.4)
La condition de continuite´ du comportement entre le cas de la de´charge e´lastique et celui de
la charge plastique, combine´e a` la re`gle de normalite´, permet d’e´crire alternativement la re`gle
de normalite´ (7.3) :
dp =
1
m(σ, φ)
(
∂f(σ, φ)
∂σ
: σ˙
)
∂f(σ, φ)
∂σ
(7.5)
ou` m(σ, φ) est un parame`tre strictement positif. On peut aussi de´finir un tenseur de souplesse
d’e´crouissage S tel que dp = S : σ˙ par :
S =
1
m(σ, φ)
∂f(σ, φ)
∂σ
⊗ ∂f(σ, φ)
∂σ
(7.6)
Lorsque le parame`tre m(σ, φ) s’annule, la matrice ne peut plus supporter d’incre´ment de charge
plastique. La contrainte atteint un e´tat critique, tandis que le taux de de´formation plastique est
non nul mais inde´termine´ : c’est l’e´coulement plastique libre de la microstructure de la matrice
argileuse.
Dans la suite, on cherche a` caracte´riser ces e´tats critiques et le de´clenchement de l’e´coulement
plastique libre. Tout d’abord, proce´dons a` une localisation du me´canisme d’e´coulement plastique
microscopique a` l’aide du me´canisme de ruine propose´ par He et al. [51]. Pour ce me´canisme de
ruine, le saut de vitesse normal plastique moyen des interfaces entre grains s’exprime en fonction
du taux de de´formation volumique plastique moyen de la matrice sous la forme
γgJvnKp
Γg
= v(βm)d
p
v. (7.7)
ou` la fonction v(βm) se de´duit des travaux de [51] :
v(βm) =
δλ
1− δ
(√
β2m + 2(1 − δ)M/K√
δβm
− 1
)
, (7.8)
avecM et K donne´s par (6.4), λ par (6.3), δ par (6.5), βm par (7.4) et γg par (6.2). Remarquons
que dans la limite d’un e´coulement plastique purement de´viatorique (βm → 0), le saut de vitesse
prend la valeur finie
lim
βm→0
JvnK
p
r0
=
2
3
√
2δM
(1− δ)Kd
p
d =
2
√
b
3hgλ
dpd. (7.9)
Il reste maintenant a` relier la variation de porosite´ au taux de de´formation volumique de la
matrice.
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7.2.3 Bilan de variation de volume micro
A` l’e´chelle micro, la variation du volume de la matrice, e´gale au flux du vecteur vitesse
a` travers la frontie`re du VER Ωm, peut se de´composer en trois contributions. Pre´cisons tout
d’abord quelques notations. On rappelle que dv est la trace taux de de´formation de la matrice et
est conside´re´ comme une grandeur “macro” a` cette e´chelle. La frontie`re du VER Ωm en contact
avec un grain i est note´e (∂Ωm)i. La frontie`re d’un grain i en contact avec l’espace poreux est
note´e (∂Ωig)p, celle en contact avec un grain voisin j est note´e (∂Ω
i
g)j . La normale a` (∂Ω
i
g)p
oriente´e du grain i vers l’espace poreux est ni→p, celle a` (∂Ω
i
g)j oriente´e du grain i vers le grain
j est ni→j. L’interface commune a` deux grains i et j voisins est note´e Γij, de sorte que pour la
paire i, j
∫
(∂Ωig)j
vni→j dS +
∫
(∂Ωjg)i
vnj→i dS =
∫
Γij
JvnK dS
2. Le bilan de variation de volume de
la matrice se de´compose donc en :
|Ω˙m| =
∫
∂Ωm
vn dS
=

 ∑
grains i

∫
(∂Ωm)i
vn dS +
∫
(∂Ωig)p
vni→p dS +
voisins de i∑
grains j
∫
(∂Ωig)j
vni→j dS




+
[∫
∂Ωp
vn dS
]
−

 ∑
grains i
voisins de i∑
grains j
∫
(∂Ωig)j
vni→j dS


=
∑
grains i
|Ω˙ig|+ |Ω˙p|+
voisins∑
paires i,j
∫
Γij
JvnK dS.
(7.10)
La premie`re contribution est la variation de volume des grains, |Ω˙g|/|Ωm| = dvΩg |Ωg|/|Ωm| =
(1 − φ)dvΩg . La deuxie`me contribution est la variation de volume de l’espace poreux |Ω˙p| =
φ˙|Ωm|+ φ|Ω˙m|. La troisie`me contribution est duˆe a` la dilatance des interfaces entre grains. Elle
s’exprime en fonction du saut de vitesse normal moyen aux interfaces en reconnaissant :
voisins∑
paires i,j
∫
Γij
JvnK dS =
∫
Γg
JvnK dS = |Γg|JvnKΓg . (7.11)
En divisant par le volume total de la matrice et en se rappelant les de´finitions dv = |Ω˙m|/|Ωm|,
dgv = dv
Ωg
= |Ω˙g|/|Ωg| et γg = |Γg|/|Ωm|, le bilan microscopique de conservation de volume est
(1− φ)dv = (1− φ)dgv + φ˙+ γgJvnK
Γg
(7.12)
Le bilan (7.12) s’interpre`te comme une relation cine´matique micro-me´so qui ge´ne´ralise la re`gle
de moyenne habituelleD = d. Pour simplifier les notations, on notera dans la suite JvK le saut de
de´placement moyen JvK
Γg
aux interfaces entre grains micro. Par ailleurs, les grains sont suppose´s
rigides donc dgv est nul.
7.2.4 E´tat critique et e´coulement plastique libre de la matrice
E´coulement plastique libre de la matrice
La porosite´ de la matrice est prise comme parame`tre d’e´crouissage. Comme en phase de
charge plastique le crite`re de plasticite´ est ve´rifie´ a` tout instant, la variation de contrainte est
2Une ambigu¨ıte´ peut sembler re´sider dans l’orientation de la normale pour le signe de la vitesse normale entre
deux grains. Toutefois, comme on s’inte´resse a` une diffe´rence entre la vitesse normale oriente´e du grain i vers
j compte´e sur le grain i et celle compte´e sur le grain j, ou re´ciproquement, l’orientation n’intervient plus. Par
exemple, si les deux grains se rapprochent, JvnK sera ne´gatif que l’on oriente la normale de i vers j ou de j vers i.
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lie´e a` l’e´crouissage par changement de porosite´ par
d f(σ, φ)
d t
=
∂f(σ, φ)
∂σ
: σ˙ +
∂f(σ, φ)
∂φ
φ˙ = 0 si
∂f(σ, φ)
∂σ
: σ˙ > 0. (7.13)
Explicitons maintenant la condition pour qu’un e´coulement plastique libre de la matrice ait
lieu. La variation de volume peut se mettre sous la forme :
φ˙− (1− φ)dev = (1− φ− v(βm)) dpv. (7.14)
On peut raisonnablement supposer qu’en phase de charge plastique la de´formation volumique
e´lastique est ne´gligeable devant la de´formation volumique plastique. Ceci est cohe´rent avec
notre approche heuristique selon laquelle l’e´crouissage est lie´ a` un changement de ge´ome´trie
(modification de porosite´) plutoˆt que par e´nergie bloque´e.
Le parame`tre m(σ, φ) de la matrice se de´duit alors de la re`gle d’e´coulement (7.5), du bilan
de variation de volume (7.14) et de (7.13) comme :
m(σ, φ) = (v(βm)− (1− φ)) tr
(
∂f(σ, φ)
∂σ
)
∂f(σ, φ)
∂φ
(7.15)
En phase de charge plastique, le parame`tre m(σ, φ) de la matrice et donc le tenseur de modules
d’e´crouissage s’annule lorsque v(βm) = 1 − φ. Il existe donc un taux de triaxialite´ critique du
taux de de´formation plastique de la matrice, solution de v(βm) = 1−φ pour lequel l’e´coulement
plastique libre a lieu :
βcm(φ) = λ
√
2Mδ
K((1 − φ)2 − (1− φ− λ)2δ) . (7.16)
Lorsque βm = β
c
m, l’e´coulement plastique libre est atteint (hormis si φ˙ = (1 − φ)dev si l’on ne
ne´glige pas le taux de de´formation e´lastique) et le multiplicateur plastique de la matrice devient
infini.
Revenons un instant sur le cas particulier dpv = 0. Le bilan de variation de volume de´ge´ne`re en
φ˙−(1−φ)dev = −(
√
b/hg)d
p
d. Il ne peut y avoir de´clenchement de la plasticite´ que si φ˙ < (1−φ)dev .
Le multiplicateur plastique de la matrice prend alors la valeur finie Λ˙m = −(hg
√
b)/(2σd)(φ˙ −
(1− φ)dev) et l’e´coulement plastique libre n’a pas lieu. Ainsi, bien que la matrice ne change pas
de volume, la porosite´ peut diminuer : la variation de volume duˆe au changement de porosite´
est exactement compense´e par la dilatance des interfaces.
D’une manie`re plus ge´ne´rale, en phase de charge plastique, l’e´volution de la porosite´ est
controle´e par le taux de triaxialite´ βm du taux de de´formation plastique la matrice d’apre`s
(7.14). Dans le cas usuel de ≪ dp, le bilan de variation de volume de la matrice conduit a`
φ˙ ≈ (1− φ− v(βm))dpv , qui est ne´gatif pour βm < βcm et positif pour βm > βcm, ou` βcm de´fini par
(7.16) est le taux de triaxialite´ critique de la matrice conduisant a` l’e´coulement plastique libre.
Ainsi, l’e´volution de la porosite´ n’est pas controˆle´e par le signe du taux de triaxialite´ du
taux de de´formation de la matrice βm, mais par le signe de βm− βcm. La porosite´ peut diminuer
alors que le mate´riau se dilate macroscopiquement : la dilatation provient alors des interfaces
entre grains, par la re`gle de normalite´ pour le crite`re de Mohr-Coulomb. Si βm = β
c
m, la porosite´
n’e´volue pas : l’e´coulement plastique libre est atteint car il n’y a pas d’e´crouissage. Ce phe´nome`ne
renvoie a` la notion d’e´tat critique traditionnellement intoduite en me´canique des sols [2, 88].
Ligne d’e´tat critique
Explicitons maintenant les e´tats critiques de contraintes et de porosite´ pour lesquels
l’e´coulement plastique libre a lieu. Ces e´tats critiques se situent sur la frontie`re du domaine
d’e´lasticite´ et ve´rifient donc f(σ, φ) = 0. Par ailleurs, ils correspondent a` un taux de triaxialite´
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Fig. 7.2: E´volution du crite`re de plasticite´ de la matrice en fonction de la porosite´ φ. La ligne
en vert fonce´ est la ligne d’e´tat critique (7.17) : e´tats pour lesquels a lieu l’e´coulement plastique
libre.
critique (7.16) du taux de de´formation de la matrice. D’apre`s la re`gle de normalite´ (7.4), ces
e´tats ve´rifient donc βcm(φ) = b(σm + c)/(aσd). La combinaison de ces deux relations permet
d’e´tablir l’e´quation parame´trique d’une ligne d’e´tat critique dans l’espace (σm, σd, φ) :
σd(φ) =
√
b(φ)
1 + [βcm(φ)]
2a(φ)/b(φ)
; σm(φ) = −c(φ) + βcm(φ)
a(φ)
b(φ)
√
b(φ)
1 + [βcm(φ)]
2a(φ)/b(φ)
(7.17)
La ligne d’e´tat critique est repre´sente´e Fig. 7.2 dans l’espace (σm, σd, φ).
7.2.5 Simulations e´lasto-plastiques
Trajet de chargement Deux types de trajets de chargement re´alisables en cellule d’essai
triaxiale ont e´te´ e´tudie´s. Dans les deux cas, la contrainte moyenne est diminue´e dans un pre-
mier temps a` partir de l’e´tat libre de contrainte jusqu’a` la contrainte σ0m a` l’inte´rieur du do-
maine d’e´lasticite´ initial (compression a` de´viateur nul). Dans un second temps, un de´viateur
de contrainte est impose´ par l’application d’une contrainte axiale compressive supple´mentaire a`
l’aide d’un piston. Pour cette e´tape, deux possibilite´s sont e´tudie´es :
– trajet “triaxial” : la contrainte late´rale est maintenue constante, de sorte que les variations
des contraintes moyenne et de´viatorique sont proportionelles.
– trajet a` “contrainte moyenne constante” : a` mesure que la compression axiale est aug-
mente´e, la compression late´rale est diminue´e de telle sorte que la contrainte moyenne reste
constante au cours de l’essai.
Notons σNm la limite d’e´lasticite´ en compression isotrope initiale. Si σ
0
m = σ
N
m , l’essai est dit
re´alise´ a` l’e´tat normalement consolide´. Si |σ0m| < |σNm |, l’e´tat est dit sur-consolide´. Dans la suite,
nous serons amene´s a` distinguer les e´tats faiblement sur-consolide´s (“wetter than critical”) des
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e´tats fortement sur-consolide´s (“dryer than critical”). L’algorithme utilise´ pour les simulations
e´lasto-plastiques est de´taille´ en annexe G, section G.1.
Deux types d’e´volution e´lasto-plastique Si l’on suit un trajet de chargement tel que la
limite d’e´lasticite´ initiale soit atteinte en un point dont la normale a un taux de triaxialite´
βm < β
c
m, la porosite´ diminue. La matrice subit un e´crouissage positif et βm augmente jusqu’a`
ce que βm = β
c
m : l’e´tat de contrainte et de porosite´ se bloque a` l’e´tat critique et l’e´coulement
plastique libre est atteint. Cette situation correspond aux e´tats normalement consolide´s ou
faiblement sur-consolide´s.
Au contraire, si la limite d’e´lasticite´ initiale est atteinte en un point dont la normale a un
taux de triaxialite´ βm > β
c
m, la porosite´ augmente. La matrice subit un e´crouissage ne´gatif
et βm diminue jusqu’a` ce que βm = β
c
m : l’e´tat de contrainte et de porosite´ se bloque a` l’e´tat
critique et l’e´coulement plastique libre a lieu. Cette situation correspond aux e´tats fortement sur-
consolide´s 3. Elle se caracte´rise par la pre´sence d’un pic des contraintes associe´ a` l’augmentation
de porosite´ apre`s atteinte de la limite d’e´lasticite´.
Ces deux situations sont tre`s diffe´rentes puisque dans le premier cas la porosite´ diminue et
la contrainte de´viatorique peut augmenter, dans le second la porosite´ augmente et la contrainte
de´viatorique doit diminuer.
La Fig. 7.3a illustre un chargement a` contrainte moyenne constante en conditions norma-
lement consolide´es. Le volume de l’e´chantillon commence par diminuer par accommodation de
la porosite´, ce qui entraˆıne un e´crouissage positif. Puis, a` de´viateur de contrainte croissant, la
diminution de porosite´ entre progressivement en compe´tition avec la dilatation des interfaces.
Lorsque l’e´tat de contrainte est en haut de l’ellipse (c.f. Fig. 7.3b), la re`gle de normalite´ indique
que le taux de de´formation plastique est purement de´viatorique : la diminution de porosite´ est
exactement compense´e par la dilatation des interfaces. En ce point, le multiplicateur plastique
est fini donc l’e´coulement plastique libre n’a pas lieu et l’e´crouissage continue. Au dela` de ce
point, le volume de l’e´chantillon augmente car la porosite´ diminue moins que les interfaces ne
se dilatent. Sous certaines conditions sur l’angle de frottement, l’e´tat critique peut ensuite eˆtre
atteint et l’e´coulement plastique libre se de´clenche.
Concordance avec les notions empiriques de me´canique des sols Le mode`le e´lasto-
plastique de la matrice argileuse pre´sente´ dans cette section est se´duisant puisqu’il permet
de rendre compte par une approche micro-me´canique de concepts classiquement introduits en
me´canique des sols par des approches empiriques (voir Atkinson [2], Schofield et Wroth [88]).
Ainsi, la notion de surface d’e´tat est retrouve´e Fig. 7.2 : il faut concevoir la surface de charge
plastique dans l’espace (σ, φ). Sous l’action d’un chargement me´canique, les contraintes et la
porosite´ e´voluent jusqu’a` un e´tat critique de´fini par l’intersection du trajet de chargement avec
la ligne d’e´tat critique (7.17). Les deux grandes classes d’e´volution sont retrouve´es : compaction
des mate´riaux les plus laˆches (“wet side of critical”) ou de´compaction des mate´riaux les plus
denses (“dry side of critical”). La Fig. 7.4 illustre que le mode`le d’e´crouissage par changement
de porosite´ capture bien les phe´nome`nes observe´s expe´rimentalement.
Notons seulement quelques diffe´rences. Premie`rement, le pic de contrainte des mate´riaux
fortement sur-consolide´s est abrupt dans ce mode`le. En effet, le mode`le ne fait pas de distinction
entre les interfaces (pas d’orientation privile´gie´e, de distributions de tailles) qui entrent toutes en
plasticite´ en meˆme temps. Ceci est cohe´rent avec le fait que l’e´crouissage par e´nergie bloque´e a
3Il est donc clair que la notion de d’e´tat consolide´ de´pend a` la fois du mate´riau et du trajet de chargement
impose´ : il est possible qu’un meˆme e´chantillon auquel on appliquerait la meˆme contrainte moyenne σ0m puis
soit un trajet triaxial classique, soit un trajet a` contrainte moyenne constante, puisse avoir une augmentation
de porosite´ pour le chargement triaxial et une diminution de porosite´ pour le chargement a` contrainte moyenne
constante.
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Fig. 7.3: (a) de´formations axiales, late´rales et volumiques pour un essai a` contrainte moyenne
constante sur un e´chantillon normalement consolide´. (b) projection de Fig. 7.2 dans le plan
(σm, σd) : ligne d’e´tat critique et limites d’e´lasticite´ initiales et finale pour les trois cas pre´sente´s
Fig. 7.4 a` droite : N=e´chantillon normalement consolide´, W=e´chantillon “wetter than criti-
cal” (le´ge`rement sur-consolide´), D=e´chantillons “dryer than critical” (fortement surconsolide´s),
C=e´tat critique.
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e´te´ ne´glige´ : soit la microstructure suit une e´volution e´lastique, soit elle est totalement plastifie´e,
mais les situations interme´diaires ne sont pas conside´re´es (c.f. mode`le de sphe`re creuse [8]).
Deuxie`mement, le mode`le pre´voit que l’e´coulement plastique libre est ne´cessairement dila-
tant. Or expe´rimentalement la variation de volume semble eˆtre nulle a` l’e´coulement plastique
libre [2]. Cette caracte´ristique du mode`le tient a` ce que l’on conside`re que les interfaces suivent
un comportement plastique avec re`gle d’e´coulement associe´e. Pour le crite`re de Mohr-Coulomb
conside´re´, la dilatance des interfaces peut eˆtre attribue´e a` une rugosite´ en dents de scie des inter-
faces. Or s’il paraˆıt plausible que du fait de cette rugosite´ l’e´coulement plastique des interfaces
soit initialement associe´, il est en revanche improbable qu’il le soit pour des de´collements d’in-
terfaces arbitrairement grands. Il faudrait donc rendre compte d’une distance caracte´ristique du
de´collement lie´e a` la tribologie des interfaces, au dela` de laquelle l’e´coulement n’est plus associe´,
mais non dilatant (en moyenne).
Enfin, le mode`le ne pre´voit pas le comportement initialement le´ge`rement contractant des
e´chantillons fortement sur-consolide´s.
7.3 E´lasto-plasticite´ du mate´riau renforce´
On se place maintenant a` l’e´chelle supe´rieure et conside`re la transition me´so-macro. A`
l’e´chelle me´so, l’assemblage granulaire interface´ e´tudie´ a` la section pre´ce´dente constitue la ma-
trice. La matrice est maintenant suppose´e renforce´e par des inclusions rigides avec interfaces
imparfaites.
Les contraintes macroscopiques sont note´es Σ. Le taux de de´formation macroscopique est
la somme de deux termes d’origine e´lastique et plastique : D = De +Dp. Les sauts de vitesse
tangentielle et normale moyens aux interfaces entre matrice et inclusion sont note´s JVtK et JVnK.
7.3.1 E´lasticite´ du mate´riau renforce´
Le comportement e´lastique de la matrice est de´crit par la raideur Cm issue de l’ho-
moge´ne´isation micro-me´so de l’assemblage granulaire (7.1).
Les inclusions, de fraction volumique ρ, ont une raideur infinie. Les interfaces entre matrice
et inclusion sont e´lastiques avec une raideur d’interface Ki finie. Plus pre´cise´ment, la raideur
tangentielle Kit des interfaces entre matrice et inclusion est finie tandis que la raideur tangentielle
Kin est infinie, ce qui a pour effet d’annuler le saut de vitesse normal e´lastique a` l’interface.
Les inclusions sont suppose´es sphe´riques de rayon R0. Le tenseur de raideur homoge´ne´ise´ du
mate´riau renforce´ est isotrope et se met sous la forme Chom = 3khomJ + 2µhomK. Les modules
isotropes d’e´lasticite´ homoge´ne´ise´s du mate´riau renforce´ sont donne´s par (6.45).
7.3.2 Plasticite´ du mate´riau renforce´
Les interfaces entre les inclusions et la matrice sont imparfaites et obe´issent a` un crite`re de
plasticite´ d’interface. Deux possibilite´s sont e´tudie´es pour ce crite`re de plasticite´ :
– crite`re de Mohr-Coulomb (6.16) : la re´sistance en traction est note´e hi et l’angle de frot-
tement αi,
– crite`re de Tresca (6.15) : la re´sistance tangentielle est note´e k.
On se place dans le cas d’une re`gle d’e´coulement plastique associe´e.
En reprenant les re´sultats du chapitre 6 pour les crite`res de rupture ductile e´quivalents,
la limite d’e´lasticite´ macroscopique est un assemblage de deux portions d’ellipses dans le plan
(Σm,Σd). Une premie`re portion d’ellipse correspond a` la situation ou` les interfaces ne sont pas
active´es, la deuxie`me portion a` des interfaces active´es. Les raccords entre les deux portions sont
tangents. Les portions d’ellipses sont de´crites par des fonctions de charge macroscopique de la
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Fig. 7.4: Gauche : comportement d’un sol ide´alise´ d’apre`s des essais expe´rimentaux de cisaille-
ment draine´s Atkinson [2]. Notations de [2] : e=porosite´, γ=angle de cisaillement, τ=contrainte
de cisaillement, σ=contrainte normale, εv=de´formation volumique, N=e´chantillon normale-
ment consolide´, W=e´chantillon “wetter than critical” (le´ge`rement sur-consolide´), D=e´chantillons
“dryer than critical” (fortement surconsolide´s), C=e´tat critique. Droite : simulations e´lasto-
plastiques d’essais triaxiaux a` contrainte moyenne constante (la meˆme pour tous les essais) pour
le mode`le de matrice argileuse pre´sente´ dans ce chapitre. Seule la porosite´ initiale change entre
ces trois simulations, les autres parame`tres me´te´riaux sont fixe´s.
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forme
F (Σ) =
(Σm − Σm0)2
A
+
(Σd − Σd0)2
B
+
2(Σm − Σm0)(Σd − Σd0)
C
− 1. (7.18)
Pour un e´tat de contrainte macroscopique sur la frontie`re du domaine d’e´lasticite´, les conditions
d’appartenance a` une ellipse correspondant aux interfaces active´es ou non active´es sont de´crites
sections 6.4.2 et 6.4.3. Les parame`tres des diffe´rentes portions d’ellipses de la limite d’e´lasticite´
sont pre´sente´s en (6.61), (6.63) et (6.80).
En phase de charge plastique, la re`gle de normalite´ du taux de de´formation plastique macro
associe´e a` la fonction de charge (7.18) est :
Dp = Λ˙
∂F
∂Σ
= 2Λ˙
[(
Σm − Σm0
A
+
Σd − Σd0
C
)
1
3
+
(
Σd − Σd0
B
+
Σm − Σm0
C
)
Σd
Σd
]
(7.19)
ou` l’on a utilise´ ∂Σm/∂Σ = 1/3 et ∂Σd/∂Σ = Σd/Σd et Λ˙ est positif. Par identification des
parties sphe´riques et de´viatoriques
Dpv = 2Λ˙
(
Σm − Σm0
A
+
Σd − Σd0
C
)
; Dpd = 2Λ˙
(
Σd − Σd0
B
+
Σm − Σm0
C
)
, (7.20)
La direction du taux de de´formation plastique macro β = Dpv/D
p
d se de´duit alors de l’e´tat de
contrainte macroscopique par
β =
B
A
[
(Σm − Σm0)C + (Σd − Σd0)A
(Σm − Σm0)B + (Σd −Σd0)C
]
. (7.21)
Comme pour la matrice argileuse, la re`gle de normalite´ peut aussi se mettre sous la forme
Dp =
1
m′
(
∂F
∂Σ
: Σ˙
)
∂F
∂Σ
(7.22)
ou` m′ est un scalaire positif qui de´pend de l’e´tat de contrainte macroscopique et des parame`tres
d’e´crouissage. De manie`re analogue a` (7.6), on montre que m′ est proportionnel au tenseur des
modules d’e´crouissageM ′ tel que Σ˙ =M ′ : Dp. L’annulation du parame`tre m′ caracte´rise ainsi
l’e´coulement plastique libre du mate´riau renforce´.
Comme pre´ce´demment, la porosite´ de la matrice est prise comme parame`tre d’e´crouissage par
changement de ge´ome´trie. Pour expliciter l’e´crouissage par changement de ge´ome´trie, un bilan de
variation de volume macro est ne´cessaire. Ce bilan va notamment faire intervenir l’e´ventuelle di-
latance des interfaces entre matrice et inclusions. Dans le cas des interfaces parfaites ou de Tresca
ou non actives, le saut de vitesse normal a` l’interface entre matrice et inclusion est nul. Pour
les interfaces de Mohr-Coulomb, sous re´serve d’activation, la re`gle de normalite´ JVnK
p = αiJVtK
p
et la localisation du saut de vitesse tangentiel (6.76) pour le me´canisme d’e´coulement plastique
adopte´ permettent de relier la moyenne du saut de vitesse normale plastique a` l’interface entre
matrice et inclusion a` la de´formation plastique macroscopique par :
γiJVnK
p = V (β)Dpv , (7.23)
ou` γi donne´ en (6.43) est la surface spe´cifique des interfaces entre matrice et inclusions et
V (β) =
ραi
u

(2b+ 3a)(√5b+ 2αi(a+ b)β)− 6b(a+ b)αi(hi + c)
√√√√ A′β2 − 2C ′β +B′
3bu
(
1− ((h+ c)/h4)2
)

 1
β
.
(7.24)
En plus du changement de porosite´ φ, le changement de ge´ome´trie entraˆıne un changement de
fraction volumique d’inclusions ρ. Toutefois, le crite`re de plasticite´ est beaucoup moins sensible
aux variations de ρ que de φ. Pour simplifier, on ne´gligera donc l’e´crouissage par changement
de fraction volumique d’inclusions vu les faibles de´formations volumiques en jeu.
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7.3.3 E´crouissage par de´gradation des proprie´te´s d’interfaces
Des essais triaxiaux mene´s sur l’argilite montrent a` l’e´chelle macroscopique la pre´sence d’un
pic de contrainte meˆme lorsque l’essai est conduit a` l’e´tat normalement consolide´. Ce phe´nome`ne
n’est pas rendu compte par notre mode`le de la matrice argileuse et est attribue´ a` un me´canisme
situe´ a` l’e´chelle “me´so”.
En supple´ment de l’e´crouissage par changement de porosite´ de la matrice, on conside`re un
e´crouissage ne´gatif lie´ a` la de´gradation progressive des interfaces entre matrice et inclusions.
La de´gradation des interfaces est suppose´e eˆtre une conse´quence du glissement aux interfaces.
Il est rendu compte heuristiquement par une loi de de´gradation des proprie´te´s plastiques des
interfaces qui de´pend du saut de de´placement tangentiel plastique moyen JξtK
p a` travers ces
interfaces. Ce saut de de´placement JξtK
p, obtenu par localisation du me´canisme de plasticite´
(voir (6.69) ou (6.76)), constitue donc une nouvelle variable interne pour la fonction de charge
plastique F (Σ, φ, JξtK
p). Il faut donc bien faire la diffe´rence entre les interfaces entre grains a`
l’e´chelle “micro” qui sont suppose´es ne pas se de´grader et les interfaces entre matrice et inclusions
a` l’e´chelle “me´so” qui subissent une de´cohe´sion.
Pour les interfaces de Tresca, la re´sistance tangentielle des interfaces est suppose´e re´gie par
une loi du type
k = k0 exp
(
−JξtK
p
eff
ξc
)
, (7.25)
ou` k0 est la re´sistance tangentielle initiale et ξc est une taille critique.
Pour les interfaces de Mohr-Coulomb, la re´sistance en traction normale des interfaces est
suppose´e re´gie par une loi du type
hi = h
0
i exp
(
−JξtK
p
eff
ξc
)
, (7.26)
ou` h0i est la re´sistance en traction normale initiale.
Pour un saut de de´placement a` l’interface au dela` de la taille critique ξc, les re´sistances
de´croissent tre`s rapidement vers 0.
7.3.4 Bilan de variation de volume me´so
A` l’e´chelle me´so, la variation du volume du mate´riau renforce´, e´gale au flux du vecteur vitesse
a` travers la frontie`re du VER Ω, peut e´galement se de´composer en trois contributions. On note
D le taux de de´formation du VER. En utilisant des notations similaires a` celles de l’e´chelle
micro, le bilan de variation de volume est :
|Ω˙| =
∫
∂Ω
vn dS
=
[∫
∂Ω
vn dS −
∑
incl. i
∫
(∂Ωm)i
vn dS
]
+
[∑
incl. i
(∫
(∂Ωm)i
vn dS −
∫
(∂Ωi)m
vn dS
)]
+
[∑
incl. i
∫
(∂Ωi)m
vn dS
]
= |Ω˙m|+
∫
Γi
JvnK dS + |Ω˙i|.
(7.27)
Le premier terme fait apparaˆıtre le taux de de´formation volumique moyen de la matrice. Le
second terme fait apparaˆıtre le saut de vitesse normale moyen aux interfaces entre matrice et
inclusion et la surface spe´cifique γi de ces interfaces. Le troisie`me terme correspond a` la variation
de volume des inclusions avec |Ω˙i|/|Ω| = divρ. Le bilan de volume a` l’e´chelle me´so s’e´crit, au
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premier ordre en petites de´formations4
Dv = (1− ρ)dv + γiJvnKΓi + ρdiv. (7.28)
En inte´grant les informations de l’e´chelle microscopique, on obtient finalement
Dv =
1− ρ
1− φ
(
(1− φ)dgv + φ˙+ γgJvnK
Γg
)
+ γiJvnK
Γi
+ ρdiv . (7.29)
Dans notre cas, les grains et les inclusions sont suppose´s rigides donc dgv et div sont nuls. Les
notations simplifie´es JvK = JvK
Γg
et JV K = JvK
Γi
sont adopte´es dans la suite.
7.3.5 E´tat critique et e´coulement plastique libre du mate´riau renforce´
E´coulement plastique libre du mate´riau renforce´
Le mate´riau renforce´ pre´sente deux parame`tres d’e´crouissage : la porosite´ φ et le saut de
de´placement tangentiel moyens aux interfaces entre matrice et inclusions Jξpt K. En phase de
charge plastique, le crite`re est ve´rifie´ a` tout instant, de sorte que :
dF (Σ, φ, Jξpt K)
d t
= 0 =
∂F (Σ, φ, Jξpt K)
∂Σ
: Σ˙+
∂F (Σ, φ, Jξpt K)
∂φ
φ˙+
∂F (Σ, φ, Jξpt K)
∂Jξpt K
JV pt K (7.30)
A` l’e´coulement plastique libre, deux situations sont possibles : soit les interfaces sont inactive´es,
soit elles sont active´es. Dans le cas ou` les interfaces sont inactive´es, JV pt K est automatiquement
nul. Dans le cas ou` les interfaces entre matrice et inclusions sont active´es, Jξpt K croit arbitrai-
rement a` l’e´coulement plastique libre. Or pour les interfaces de Tresca (resp. Mohr-Coulomb),
∂F/∂Jξpt K se de´compose en ∂F/∂k × ∂k/∂Jξpt K (resp. ∂F/∂hi × ∂hi/∂Jξpt K) qui s’annule pour
Jξpt K ≫ ξc d’apre`s (7.25) (resp. (7.26)). Autrement dit, si elles sont active´es, les interfaces sont
totalement de´grade´es a` l’e´coulement plastique libre donc Jξpt K n’est plus une source d’e´crouissage.
Ainsi, (7.30) se simplifie a` l’e´coulement plastique libre en :
∂F (Σ, φ, Jξpt K)
∂Σ
: Σ˙+
∂F (Σ, φ, Jξpt K)
∂φ
φ˙ = 0 a` l’E.P.L. (7.31)
Par ailleurs a` l’aide de (7.24), le bilan de variation de volume (7.28) se met sous la forme
(1− V (β))Dpv = (1− ρ)dv −Dev. (7.32)
En outre, dpv s’exprime en fonction des parame`tres micro par (7.14). Finalement, le bilan de
variation de volume (7.29) devient :
(1− φ− v(βm))(1− V (β))Dpv = (1− ρ)(φ˙− v(βm)dev)− (1− φ− v(βm))Dev (7.33)
Dans la suite, on supposera que les taux de de´formation e´lastiques sont ne´gligeables devant les
taux de de´formation plastiques, suivant le meˆme argumentaire que pour la transition micro-me´so.
Le parame`tre m′, dont l’annulation caracte´rise l’e´coulement plastique libre, se de´duit alors
de la re`gle d’e´coulement (7.22), du bilan de variation de volume (7.33) et de (7.31) :
m′(Σ, φ, JξtK) =
(v(βm)− (1− φ))(1 − V (β))
1− ρ tr
(
∂F
∂Σ
)
∂F
∂φ
, (7.34)
4Dans le cas des inclusions rigides : ce re´sultat peut se retrouver alternativement en e´crivant que |Ωm| = (1−ρ−
γiJξnK
Γi
)|Ω| donc |Ω˙m| = (1−ρ−γiJξnK
Γi
)|Ω˙|−γiJvnK
Γi
|Ω|− ρ˙|Ω|. La conservation du volume des inclusions donne
par ailleurs ρ˙|Ω|+ρ|Ω˙| = 0. La variation de volume de la matrice s’e´crit alors |Ω˙m| = |Ω˙|−γiJvnK
Γi
|Ω|−γiJξnK
Γi
|Ω˙|.
En divisant par |Ω|, apre`s simplifications il vient Dv = (1− ρ)dv+ γiJvnK
Γi
+ γiJξnK
Γi
(Dv − dv). Le dernier terme,
du second ordre dans l’hypothe`se des petites de´formations, est ne´gligeable.
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ou` JξtK ne peut correspondre qu’aux deux e´tats : interfaces non active´es donc non de´grade´es
(JξtK = 0) ou interfaces active´es et totalement de´grade´es (JξtK→∞).
L’e´coulement plastique libre peut avoir lieu dans deux situations :
– soit v(βm) = 1− φ : la matrice est a` l’e´coulement plastique libre (voir (7.16)),
– soit V (β) = 1 : par de´finition de V (β) (7.23), cela signifie que toute la variation de volume
du mate´riau renforce´ est duˆe a` la dilatation des interfaces entre matrice et inclusions.
L’e´coulement plastique libre est donc caracte´rise´ par les taux de triaxialite´ des taux de
de´formations macroscopique (β) ou de la matrice (βm). Le taux de triaxialite´ β du taux de
de´formation plastique macro se de´duit des contraintes macroscopiques par (7.21). Le taux de
triaxialite´ de la matrice βm est maintenant cherche´ en fonction du taux de triaxialite´ macrosco-
pique β par localisation du me´canisme d’e´coulement plastique.
D’une part, les e´tats de contraintes de la matrice sur la frontie`re du crite`re de plasticite´ de la
matrice peuvent s’obtenir par une raideur se´cante fictive. Notamment, la contrainte de´viatorique
de la matrice s’exprime en fonction de dp par l’interme´diaire d’un module de cisaillement fictif
(6.21) qui de´pend du taux de de´formation dp de la matrice.
D’autre part, ce module de cisaillement fictif est obtenu dans la proce´dure d’homoge´ne´isation
meso-macro de la re´sistance par (6.59) (interfaces parfaites on non active´es), (6.68) (interfaces
de Tresca active´es) ou (6.74) (interfaces de Mohr-Coulomb active´es) en fonction du taux de
de´formation Dp macroscopique.
L’e´galite´ de ces deux expressions du module de cisaillement fictif de la matrice permet de
calculer βm en fonction de β sous re´serve de pouvoir relier d
p
v a` D
p
v . Cette relation est obtenue
en ne´gligeant le taux de de´formation e´lastique dans le bilan de variation de volume (7.28) et
conduit a` dpv/D
p
v = (1 − V (β))/(1 − ρ) ou` V (β) est donne´ par (7.24) si les interfaces sont de
Mohr-Coulomb et active´es ou nul sinon. Finalement, βm s’exprime en fonction de β comme la
racine d’une e´quation du second degre´ qui est du signe de dpv :
– interfaces Mohr-Coulomb actives :
βm(β) = (1−ρ)βdpv/Dpv
√
3ub(1− ((hi + c)/h4)2)
b(A′β2 − 2C ′β +B′)− 3β2ua(1− ((hi + c)/h4)2)(1− ρ)2dpv/Dpv ,
(7.35)
– interfaces Tresca actives :
βm(β) = β
√
3b(bp − 6ρ(a+ b)k2)
2ρ(9a(a+ b)k2 + b2p)β2 + b2(1− ρ)r , (7.36)
– interfaces parfaites ou inactives :
βm(β) = β
√
6(a+ b)
4ρ(a+ b)β2 + q
. (7.37)
Il existe donc une valeur critique βc du taux de triaxialite´ macroscopique β telle que βm(βc) =
βcm pour laquelle l’e´coulement plastique libre macroscopique a lieu, de´clenche´ par celui de la
matrice.
Lorsque les interfaces entre matrice et inclusions sont de type Mohr-Coulomb, il existe une
autre valeur critique telle que V (β) = 1. Ce second type d’e´coulement plastique libre ne peut
avoir lieu que si les interfaces sont active´es (voir la discussion section 6.4.3). Pour ne pas com-
pliquer la discussion, ce second sce´nario d’e´coulement plastique libre ne sera pas traite´ plus en
de´tail.
Lignes d’e´tat critique
Explicitons maintenant les e´tats critiques de contrainte et de porosite´ pour lesquels, par
de´finition, l’e´coulement plastique libre du mate´riau renforce´ a lieu. Rappelons que les interfaces
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peuvent avoir seulement deux e´tats a` l’e´coulement plastique libre : soit intactes, soit totalement
de´grade´es.
Dans le cas ou` les interfaces sont intactes car jamais active´es, les e´tats critiques de contrainte
et de porosite´ ve´rifient le crite`re (pour interfaces inactives) et sont tels que βm = β
c
m (pour
interfaces inactives). La combinaison du crite`re (7.18) et de la re`gle de normalite´ (7.21) dans le
cas des interfaces inactives, de la relation entre βm et β (7.37), et de la valeur critique de βm
(7.16) permet de trouver une e´quation parame´trique en φ pour les e´tats de contrainte Σm et Σd
et de porosite´ critiques :
Σd(φ) =
√√√√ B
1 +
A
B
β2c
; Σm(φ) = −c+ A
B
βcΣd
avec βc = β
c
m
√
q
2(a+ b)(3 − 2ρ(βcm)2)
; βcm = λ
√
2Mδ
K((1 − φ)2 − (1− φ− λ)2δ)
(7.38)
ou` A et B se re´fe`rent au crite`re macroscopique pour les interfaces inactives. Ce re´sultat ne
de´pend pas du trajet de chargement, tant que celui-ci n’a jamais conduit a` une activation des
interfaces.
Conside´rons maintenant le cas ou` les interfaces sont active´es et donc totalement de´grade´es
a` l’e´coulement plastique libre. Les e´tats critiques sont caracte´rise´s par la combinaison du crite`re
(7.18) et de la re`gle de normalite´ (7.21) dans le cas des interfaces actives, de la relation entre
βm et β (7.35) ou (7.36), ou` toutes ces relations sont prises dans le cas ou` les interfaces sont
totalement de´grade´es, et la valeur critique de βm (7.16). Finalement, une relation entre Σm et
Σd est e´tablie pour les e´tats de contrainte et de porosite´ recherche´s sous la forme d’une e´quation
parame´trique en φ :
Σd(φ) = Σd0 +
√√√√√ B
1 +
A(B − Cβc)2
B(Aβc − C)2 +
2A(B − Cβc)
C(Aβc − C)
; Σm(φ) = Σm0 +
A(B − Cβc)
B(Aβc − C)(Σd − Σd0)
avec βc de´duit de βm par (7.35) ou (7.36) pour βm = β
c
m(7.16)
(7.39)
ou` A, B, C, Σm0 et Σd0 se re´fe`rent au crite`re macroscopique pour les interfaces actives dans la
limite ou` les interfaces me´so sont comple`tement de´grade´es (k = 0 ou hi = 0).
Les lignes d’e´tat critiques et les frontie`res des crite`res de plasticite´ sont pre´sente´es Fig. 7.5
dans l’espace (Σm,Σd, φ) pour le mate´riau renforce´ par inclusions avec interfaces de Tresca, pour
diffe´rentes valeurs de la re´sistance tangentielle k des interfaces.
7.3.6 Simulations e´lasto-plastiques
L’algorithme utilise´ pour les simulations e´lasto-plastiques est de´taille´ en annexe G, section
G.1.
Trois types d’e´volutions e´lasto-plastiques
La Fig. 7.6 illustre les trois types d’e´volutions e´lasto-plastiques que peut rencontrer le
mate´riau renforce´ soumis a` un chargement. Une e´tude plus comple`te est propose´e en annexe
G Fig. G.1a, G.1b, G.2a et G.2b.
190 Plasticite´
-100 -80 -60 -40 -20 0
0.35
0.36
0.37
0.38
0
5
10
15
20
25
30
Σm
φ
Σd
Fig. 7.5: Frontie`re du crite`re de plasticite´ et ligne d’e´tat critique macroscopiques dans le cas du
mate´riau renforce´ par inclusions avec interfaces de Tresca. Trait plein noir : interfaces parfaites
ou non actives, trait tirets bleu fonce´ : k = 7, trait points bleu clair : k = 0. Les lignes vertes
correspondantes sont les lignes d’e´tat critique (7.38) ou (7.39).
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Fig. 7.6: Simulation d’essais a` Σm = Σ
0
m constant sur un meˆme mate´riau renforce´ avec interfaces
me´so de Mohr-Coulomb, pour diffe´rents e´tats de sur-consolidation.
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Interfaces non active´es Dans le cas ou` les interfaces entre matrice et inclusions ne sont
pas active´es, la porosite´ est le seul parame`tre d’e´crouissage et le mate´riau renforce´ se comporte
qualitativement comme la matrice argileuse. Deux types d’e´volutions e´lasto-plastiques sont ren-
contre´es : soit la porosite´ φ diminue et l’e´crouissage est positif (cas Σ0m = −7 Fig. 7.6) ; soit la
porosite´ φ augmente et l’e´crouissage est ne´gatif (cas Σ0m = 0 Fig. 7.6).
L’e´volution de la porosite´ n’est pas controˆle´e par le signe du taux de triaxialite´ macroscopique
β, mais par le signe de βm − βcm. Rappelons que βcm de´fini par (7.16) est le taux de triaxialite´
critique du taux de de´formation de la matrice conduisant a` l’e´coulement plastique libre de la
matrice et donc du mate´riau renforce´.
Interfaces active´es Dans le cas ou` les interfaces entre matrice et inclusions sont active´es au
cours du chargement, le glissement aux interfaces entraine une de´gradation de leurs proprie´te´s
plastiques par la loi (7.25) ou (7.26). Pour simplifier la discussion relative a` l’activation des
interfaces pre´sente´e au chapitre 6, cette situation est rencontre´e lorsque les interfaces sont faibles
en comparaison de la matrice. Or la matrice est d’autant plus re´sistante que la porosite´ est
faible. Ainsi, les interfaces ne sont susceptibles d’eˆtre active´es que si le chargement est effectue´
en conditions normalement consolide´ ou le´ge`rement surconsolide´, de telle sorte que la porosite´
diminue au cours du chargement (cas Σ0m = −12 Fig. 7.6).
Il existe alors une compe´tition entre l’e´crouissage positif par diminution de porosite´ et
l’e´crouissage ne´gatif par de´gradation des interfaces. De cette compe´tition peut re´sulter un pic de
contraintes si la de´gradation des interfaces l’emporte sur la diminution de la porosite´. Insistons
sur le fait que la nature de ce pic (compe´tition entre deux me´canismes d’e´crouissage oppose´s)
est diffe´rente de celle du pic rencontre´ pour la matrice argileuse ou le mate´riau renforce´ sans
activation des interfaces (atteinte de la limite d’e´lasticite´ puis unique me´canisme d’e´crouissage
ne´gatif par augmentation de porosite´ Fig. 7.4).
La Fig. 7.7 illustre le trajet suivi dans l’espace (Σm,Σd, φ) par le mate´riau renforce´ lors d’un
chargement triaxial normalement consolide´. Initialement, les interfaces ne sont pas active´es et
le mate´riau suit un e´crouissage positif par diminution de porosite´. Lorsque le trajet rencontre la
ligne d’activation des interfaces, la porosite´ continue de diminuer mais les interfaces se de´gradent.
Il n’est alors plus possible de parler rigoureusement d’un e´crouissage positif ou ne´gatif car la
limite d’e´lasticite´ change de forme. En effet a` partir d’un certain point, la limite d’e´lasticite´
en traction/compression augmente (φ˙ < 0) tandis qu’elle diminue en contrainte de´viatorique
diminue (de´gradation interfaces). A´ l’approche de la ligne d’e´tat critique, les interfaces sont
totalement de´grade´es et l’e´volution s’arreˆte a` l’intersection du trajet de contrainte avec la ligne
d’e´tat critique pour interfaces totalement de´grade´es (7.39).
La Fig. 7.8 illustre le lien entre les courbes de contrainte/de´formation et les limites d’e´lasticite´
dans le plan (Σm,Σd) a` diffe´rents instants cle´s.
Pic de contraintes duˆ a` la compe´tition de deux me´canismes d’e´crouissage
Tentons d’e´tudier la compe´tition entre un e´crouissage positif duˆ a` la diminution de porosite´
(a` l’e´chelle “micro”) et e´crouissage ne´gatif apparent duˆ a` la de´gradation des interfaces (a` l’e´chelle
“me´so”) pour gagner en compre´hension sur l’apparition du pic de contraintes.
Cherchons a` de´terminer s’il existe un lieu ge´ome´trique de ces pics de contrainte. On se place
dans l’hypothe`se ou` les contraintes suivent un trajet de chargement impose´ (par exemple, Σm
constant ou un chargement triaxial). Le pic correspond a un point de retour sur le trajet des
contraintes, avec Σ˙m = Σ˙d = 0. Remarquons que cet e´tat implique E˙
e
v = E˙
e
d = 0 en ce point par
la loi de comportement e´lastique.
Par ailleurs, les contraintes doivent ve´rifier le crite`re F (Σ) = 0 a` chaque instant en phase de
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Fig. 7.7: Trajet des contraintes, surfaces de charges et lignes d’e´tat critique pour des interfaces
de Tresca et un chargement triaxial avec e´tat initial normalement consolide´.
charge plastique. Par conse´quent, F˙ (Σ) = 0 au cours de la charge. En particulier, au pic :
F˙ (Σ) =
∂F
∂Σm
Σ˙m +
∂F
∂Σd
Σ˙d +
∂F
∂φ
φ˙+
∂F
∂Jξpt K
JV pt K = 0⇒
∂F
∂φ
φ˙+
∂F
∂Jξpt K
JV pt K = 0 (7.40)
De plus, e´tant donne´ que E˙ev = E˙
e
d = 0 au pic, le bilan de variation de volume (7.33) se
re´duit a`
(1− φ− v(βm))(1 − V (β))Dpv = (1− ρ)φ˙. (7.41)
Au regard de (6.69) ou (6.76), on peut localiser le saut de vitesse tangentielle a` l’interface
inclusion-matrice et le mettre sous la forme
JV pt K = U(β)D
p
v , (7.42)
ou` U(β) est une fonction de β et des parame`tres microstructuraux, de sorte que
(1− φ− v(βm))(1 − V (β))JV pt K = U(β)(1 − ρ)φ˙. (7.43)
Finalement, en reportant ce re´sultat dans (7.40) et en supposant φ˙ 6= 0, une relation entre Σm,
Σd, φ et Jξ
p
t K est trouve´e :
∂F
∂φ
(1− φ− v(βm))(1 − V (β)) + ∂F
∂Jξpt K
U(β)(1 − ρ) = 0. (7.44)
On a ainsi deux relations implicites ((7.44) et (7.18)) portant sur les e´tats Σm, Σd au pic,
de´pendant des deux parame`tres d’e´crouissage φ et Jξpt K. Les e´tats de contraintes au pic sont
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(c) trajet contraintes et surfaces de charge (Σm = −6)
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Fig. 7.8: Essais sur un mate´riau renforce´ avec interfaces me´so de Mohr-Coulomb a` contrainte
moyenne constante Σm = −11 et Σm = −6, sur-consolide´ car la limite d’e´lasticite´ en compression
est Σm = −12. (a,c) Surfaces de charges a` diffe´rents instant ; vert : initial, bleu : activation
des interfaces, violet : deformation deviatorique maximale, rouge : final (e´coulement plastique
libre). Les traits pointille´s sont la continuite´ des portions d’ellipses comple´mentaires du crite`re
avec interfaces active´es et non active´es. (b,d) Oppose´ des de´formations macroscopiques totales
late´rale, axiale et volumique en fonction de la variation de contrainte axiale par rapport a` l’e´tat
initial. Vert : −εlat, rouge : −εvol, bleu : −εaxi.
194 Plasticite´
0
2
4
6
8
10
12
14
16
-20 -15 -10 -5 0 5
Σ
d
Σm
(a) Interfaces Tresca
0
5
10
15
20
-20 -15 -10 -5 0 5
Σ
d
Σm
(b) Interfaces Mohr-Coulomb
Fig. 7.9: Lieux des pics de contrainte et des e´tats critiques lors d’essais triaxiaux classique (carre´s
violets) ou a` contrainte moyenne constante (ronds bleus). Les symboles pleins correspondent aux
pics, creux aux e´tats critiques. L’e´tat initial est normalement ou sur consolide´ et le mate´riau
est renforce´ avec interfaces me´so de (a) Tresca ou (b) Mohr Coulomb. Ellipse verte : limite
d’e´lasticite´ initiale (7.18), lignes bordeaux : lignes d’e´tat critique interfaces intactes (7.38), lignes
rouges : lignes d’e´tat critique interfaces totalement de´grade´es (7.39), lignes noires pointille´es :
lignes d’activation des interfaces et droite noire ajuste´e sur le lieu des pics de contraintes Σd +
0, 2703Σm−10, 65 = 0 (Tresca) ou Σd+0, 3323Σm−11, 75 = 0 (MohrCoulomb). Les parame`tres
sont φ0 = 0, 365, ρ = 0, 6, αg = 0, 055, hg = 92, 86, αi = 0, 065, hi = 120, k
0 = 7, r0K
g
t = 937, 25,
R0K
i
t = 100050, valeur critique d’e´crouissage ξc/R0 = 0, 003.
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Fig. 7.10: Essai expe´rimental en cellule triaxiale a` contrainte moyenne constante sur l’argilite
de Bure a` l’e´tat normalement consolide´ (trait plein, mesures du Laboratoire de Me´canique de
Lille) et simulation pour le mate´riau renforce´ avec des interfaces de Mohr-Coulomb (pointille´s).
donc de la forme Σm(φ, Jξ
p
t K) et Σd(φ, Jξ
p
t K). Il manque alors une relation supple´mentaire entre
Σm, Σd, φ et Jξ
p
t K afin de caracte´riser l’ensemble des e´tats de contraintes au pic.
Nous n’avons donc pas pu identifier a priori de lieu ge´ome´trique des e´tats de contrainte
au pic. Cependant, les re´sultats de simulations nume´riques pre´sente´s Fig. 7.9 montrent que les
e´tats de contraintes au pic sont apparemment localise´s sur une ligne dans le plan (Σm,Σd),
inde´pendamment du trajet de chargement. Toutefois, on peut affirmer que ce lieu passe par le
point correspondant a` l’intersection de la ligne d’e´tat critique pour les interfaces non active´es
avec la ligne d’activation des interfaces (voir chapitre 6), ce qui est bien observe´ Fig. 7.9.
Confrontation aux observations expe´rimentales
Le mode`le d’e´lasto-plasticite´ d’un mate´riau argileux renforce´ par inclusions rigides avec inter-
faces imparfaites est compare´ aux observations expe´rimentales Fig. 7.10. L’essai correspond a` un
trajet a` contrainte moyenne constante dans une cellule triaxiale a` partir de l’e´tat normalement
consolide´.
Le mode`le permet de rendre compte de toutes les caracte´ristiques principales de la re´ponse
expe´rimentale. L’e´chantillon se contracte initialement par diminution de porosite´, puis la dila-
tance des interfaces “micro” et “me´so” l’emporte, de sorte que le taux de de´formation volumique
change au cours de l’essai. Remarquons que dans cette simulation, la contribution de la dilatance
des interfaces entre matrice et inclusions a` la de´formation volumique totale est un a` deux ordres
de grandeur plus faible que celle des interfaces entre grains, qui se passe a` l’e´chelle infe´rieure. La
compe´tition entre la de´gradation des interfaces et la diminution de porosite´ permet de rendre
compte d’un pic de contraintes qui apparaˆıt pour une de´formation late´rale de 2%. Ensuite, le
mate´riau e´volue jusqu’a` l’e´tat critique avec interfaces totalement de´grade´es.
Il est inte´ressant de noter que le mode`le de la matrice argileuse seule n’aurait pas pu rendre
compte de cet essai. En effet, ce mode`le pre´voit l’absence de pic de contraintes pour un essai
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a` partir de l’e´tat normalement consolide´. Seul le mode`le a` trois e´chelles avec de´gradation des
proprie´te´s d’interfaces entre matrice et inclusions permet de rendre compte de ce phe´nome`ne.
Enfin, le mode`le microme´canique permet une auscultation des origines “micro” et “me´so”
des phe´nome`nes observe´s a` l’e´chelle macroscopique. Cette auscultation est rendue possible par
la localisation des me´canismes de de´formation a` toutes les e´chelles dans le mate´riau. Par ce
proce´de´, nous avons ainsi pu identifier que la dilatation volumique provient majoritairement de
la dilatance des interfaces entre grains a` l’e´chelle “micro”, tandis que les interfaces de Mohr-
Coulomb entre matrice et inclusions a` l’e´chelle “me´so” n’ont qu’une faible contribution.
Ce chapitre a propose´ une mode´lisation originale de l’e´lasto-plasticite´ des mate´riaux argi-
leux. Sur la base d’un raisonnement purement micro-me´canique, les notions d’e´tat critique et
d’e´crouissage par changement de porosite´, classiques en me´canique des sols, sont retrouve´es. La
mode´lisation de l’e´crouissage par changement de ge´ome´trie doit tout son succe`s a` la tre`s grande
sensibilite´ a` la porosite´ du mode`le de re´sistance d’un mate´riau granulaire propose´ dans He et al.
[51].
* *
*
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Annexe A
Fonctions de corre´lations pour
sphe`res pe´ne´trables ale´atoires
Cette annexe pre´sente les fonctions de corre´lation de la phase poreuse pour une distribution
ale´atoire de grains solides sphe´riques inter-pe´ne´trables de rayon R. Les re´sultats sont repris de
[10] pour Fvv et Fvvv et de [67, 101] pour Fvs et Fss (de´finis par (1.59) et (1.61)). Pour cette
distribution, le nombre de sphe`res par unite´ de volume ρ est relie´ a` la porosite´ par
φ = exp
(
−ρ4πR
3
3
)
(A.1)
La surface spe´cifique est
γ = 4πR2ρφ (A.2)
Les fonctions de corre´lation a` n points de la phase poreuse (Fvv = F2, Fvvv = F3 ...) sont
obtenues par :
Fn(x1, ...,xn−1) = exp (−ρVn(x1, ...,xn−1)) (A.3)
ou` Vn est le volume de l’union des n sphe`res dont les centres sont situe´s en 0,x1, ...,xn−1. Par
exemple, V1 = 4πR
3/3 donc F1 = φ et
1
V2(xR) =
4πR3
3
×

1 +
3
4
x− x
3
16
si x ≤ 2
2 si x ≥ 2
(A.4)
ce qui permet bien de retrouver limr→∞ F2(r) = φ
2. Le volume de l’union de trois sphe`res
centre´es en 0, x1 = aR et x2 = bR est
V3(aR, bR) = V2(aR) + V2(bR) + V2(cR)− 3V1 + V 03 (aR, bR, cR) avec c = a− b (A.5)
ou`
V 03 (aR, bR, cR)/R
3 =
Q
6
abc+
4
3
arctan
(
Qabc
a2 + b2 + c2 − 8
)
− a
(
1− a
2
12
)
arctan
(
Qbc
b2 + c2 − a2
)
− b
(
1− b
2
12
)
arctan
(
Qca
c2 + a2 − b2
)
− c
(
1− c
2
12
)
arctan
(
Qab
a2 + b2 − c2
)
(A.6)
1Attention a` la faute de frappe dans [101]
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avec 0 ≤ arctan ≤ π et
Q =
√
R2 − L2
L
L/R =
abc√
(a+ b+ c)(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b)
(A.7)
Pour ce mode`le, la fonction de corre´lation a` deux points surface-volume est donne´e par
Fvs(xR) =
γ
φ
Fvv(xR)×


1
2
+
x
4
si x ≤ 2
1 si x ≥ 2
(A.8)
et la fonction de corre´lation a` deux points surface-surface par
Fss(xR) =
γ2
φ2
Fvv(xR)×


(
1
2
+
x
4
)2
+
φ
γR
1
2x
si x ≤ 2
1 si x ≥ 2
(A.9)
Ces fonctions de corre´lation a` deux points sont donne´es explicitement dans [67] pour une dis-
tribution bidisperse de sphe`res pe´ne´trables et dans [101] pour une distribution polydisperse
continue. Une ge´ne´ralisation de ces concepts a` des fonctions de corre´lation d’ordres supe´rieurs
est pre´sente´e dans [99].
Annexe B
Ope´rateurs de Green
B.1 Proprie´te´s des ope´rateurs de Green
Soit un domaine Ω occupe´ par un mate´riau e´lastique line´aire isotrope de raideur C0. Les
de´placements sont par ailleurs soumis a` la condition d’encastrement (de´placement bloque´) sur
la frontie`re de Ω. Les chargements conside´re´s par la suite sont des champs de force volumique
f et/ou de polarisation τ . Le proble`me est de´fini comme
divσ + f = 0 (Ω)
σ = C0 : ε+ τ (Ω)
ε = gradsξ (Ω)
ξ = 0 (∂Ω)
(B.1)
B.1.1 Ope´rateur d’ordre 2
Conside´rons dans Ω un point y d’application de charge et un point z d’observation des
de´placements induits. Soit ξy le champ de de´placement solution du proble`me (B.1) pour le
chargement (f = F δy, τ = 0) ou` δy est la distribution de Dirac centre´e au point y. Par
line´arite´ du proble`me d’e´lasticite´, le de´placement ξy de´pend line´airement de la force ponctuelle
F applique´e en y. Il existe donc un ope´rateur d’ordre 2 note´G0(z,y) tel que ξy(z) = G0(z,y)·F .
L’indice 0 fait re´fe´rence a` la raideur C0 du milieu homoge`ne. Par superposition, le de´placement
induit par un champ de force volumique f s’obtient par le produit de convolution
ξ(z) =
∫
Ω
G0(z,y) · f(y) dVy = (G0 ∗ f) (z). (B.2)
L’application du the´ore`me de Maxwell-Betti permet de montrer que le tenseur de Green est
syme´trique :
G0(z,y) = G0(y,z). (B.3)
B.1.2 Ope´rateurs d’ordre 3
Introduisons maintenant deux ope´rateurs de Green d’ordre trois. Le premier ope´rateur, note´
G0(z,y), permet d’e´valuer la de´formation ε induite par un champ de force volumique f suivant :
ε(z) = (G0 ∗ f) (z). (B.4)
Lorsque z tend vers y, G0(z,y) est singulier mais inte´grable car en O(|z − y|−2). Malgre´ cette
singularite´, l’ope´rateur G0 peut eˆtre obtenu par de´rivation directe du tenseur de Green (voir
[100, Annexe A]) :
G0(z,y) = (gradzG0(z,y))
s(1,2) . (B.5)
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Le deuxie`me ope´rateur, note´ H0(z,y), retourne le de´placement en z re´sultant de l’application
d’un champ de polarisation τ par
ξ(z) = (H0 ∗ τ ) (z). (B.6)
Montrons que l’ope´rateur H0 peut aussi s’exprimer en fonction du tenseur de Green G0(z,y).
Pour tout champ de polarisation τ 2 les deux proble`mes qui correspondent aux chargements
(f = 0, τ = τ 2) et (f = div(τ 2), τ = 0) dans (B.1) ont le meˆme champ de de´placement
solution ξ2. D’apre`s la de´finition (B.2) et la condition d’encastrement sur ∂Ω, il vient :
ξ2(z) =
∫
Ω
G0(z,y) · divy(τ 2)(y) dVy = −
∫
Ω
(
gradyG0(z,y)
)s(2,3)
: τ 2(y) dVy (B.7)
ou` la syme´trisation par rapport aux indices 2 et 3 est justifie´e par la syme´trie de la polarisation.
Par identification avec (B.6), on obtient finalement
H0(z,y) = −
(
gradyG0(z,y)
)s(2,3)
. (B.8)
Enfin, les ope´rateurs G0 et H0 entretiennent une relation d’anti-syme´trie. En effet,
conside´rons les deux proble`mes qui correspondent aux chargements (f = f1, τ = 0) et
(f = 0, τ = τ 2) dans (B.1), de solutions note´es respectivement (ξ1, ε1, σ1) et (ξ2, ε2, σ2).
Par syme´trie du tenseur C0, l’e´galite´ d2 : σ1 = d1 : σ2 − d1 : τ 2 est imme´diate. Son inte´gration
sur Ω puis l’application du the´ore`me de la divergence conduisent a` :∫
Ω
d2 : σ1 dV =
∫
Ω
d1 : σ2 dV −
∫
Ω
d1 : τ 2 dV
−
∫
Ω
u2 · divσ1 dV = −
∫
Ω
u1 · divσ2 dV −
∫
Ω
d1 : τ 2 dV∫
Ω
u2 · f1 dV = −
∫
Ω
d1 : τ 2 dV,
(B.9)
ce qui correspond au the´ore`me de Maxwell-Betti. En invoquant les de´finitions (B.4) et (B.6) et
en omettant les indices 1 et 2, une relation d’antisyme´trie au sens faible est finalement obtenue :
∀f , ∀τ
∫
Ω
∫
Ω
f(z) ·H0(z,y) : τ (y) dVy dVz = −
∫
Ω
∫
Ω
τ (y) : G0(y,z) ·f(z) dVy dVz (B.10)
ou encore, de fac¸on compacte :
∀f , ∀τ f ·H0 ∗ τ = −τ : G0 ∗ f . (B.11)
Au sens fort, la relation d’antisyme´trie s’e´crit
H0(z,y) = −tG0(y,z), (B.12)
avec la convention de transposition suivante
tGijk = Gjki. (B.13)
B.1.3 Ope´rateur d’ordre 4
L’ope´rateur de Green d’ordre quatre relie le champ de polarisation au taux de de´formation
par
d(z) = − (Γ0 ∗ τ ) (z), (B.14)
Suivant le meˆme proce´de´ que pour l’ope´rateur H0, il paraˆıt naturel de penser que l’ope´rateur
de Green d’ordre 4 est relie´ au tenseur de Green par
Γ0(z,y) =
(
gradz
(
gradyG0(z,y)
))s(1,2)(3,4)
(B.15)
Cependant, les de´rivations dans l’expression ci-dessus doivent eˆtre prise avec soin au sens des
distributions du fait des singularite´s en O(|z − y|−3) qui apparaissent quand z tend vers y.
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B.2 Ope´rateurs de Green du milieu infini isotrope
Dans le cas ou` le domaine Ω est l’espace R3 entier, les ope´rateurs ne de´pendent que de la
diffe´rence entre le point d’observation et le point d’application de la charge. Par exemple, pour
le tenseur de Green, G∞0 (z,y) = G
∞
0 (z − y). Dans la suite, on pose r = z − y et r = |r|.
Le tenseur de Green du milieu isotrope infini est donne´ par (voir [34, 100])
G∞0 (r) =
(3− 4ν0)1+ n⊗ n
(1− ν0)µ016πr (B.16)
ou` µ0 est le module de cisaillement, ν0 le coefficient de Poisson et n = r/|r|.
Par de´rivation directe, l’ope´rateur de Green d’ordre trois G∞0 est
G∞0 (r) =
(4ν0 − 3)1 ⊗n+ 2n
s⊗ 1− 3n⊗ n⊗ n
(1− ν0)µ016πr2 (B.17)
Comme mentionne´ pre´ce´demment, l’ope´rateur de Green d’ordre quatre doit eˆtre de´rive´ avec
pre´caution. Il est la somme d’un terme re´gulier Γ˜
∞
0 (r) de´fini en notation indicielle par [19, 100] :
16πµ0(1− ν0)r3Γ˜∞0,ijkl(r) =− δijδkl + (1− 2ν0)(δikδjl + δilδjk) + 3(δijnknl + δklninj)
+ 3ν0(δiknjnl + δilnjnk + δjkninl + δjlnink)− 15ninjnknl
(B.18)
et d’un terme singulier P0δ(r) qui fait intervenir le tenseur de Hill P0 d’une inclusion sphe´rique
dans le milieu de raideur C0 [34, 100] de´fini par :
P0 =
1
3µ0(1− ν0)
(
1− 2ν0
2
J+
4− 5ν0
5
K
)
(B.19)
Le lecteur pourra se re´fe´rer par exemple a` [19, 100] pour une pre´sentation plus de´taille´e.
B.3 Ope´rateurs de Green du milieu isotrope pe´riodique
Dans cette section, on suppose que le domaine Ω est un paralle´le´pipe`de rectangle dans l’espace
de dimension d. Ses longueurs sont note´es L1, ..., Ld dans les d directions d’une base carthe´sienne
orthonorme´e (e1, ...,ed).
B.3.1 Conventions utilise´es pour les transforme´es de Fourier
Les conventions et proprie´te´s sur les transforme´es de Fourier ci-dessus sont celles pre´sente´es
dans [20].
Transforme´e continue
Soient k un vecteur d’onde de norme k = |k| et n = k/k. La transforme´e de Fourier d’une
fonction f est note´e fˆ et est calcule´e suivant la convention :
fˆ(k) =
1
|Ω|
∫
Ω
f(z) exp (−ık · z) dVz. (B.20)
Si la fonction f est Ω-pe´riodique, sa transforme´e de Fourier est discre`te et la transforme´e de
Fourier inverse prend la forme d’une somme :
f(z) =
∑
b∈Zd
fˆ(kb) exp (ız · kb) (B.21)
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avec b le multi-indice qui de´crit Zd et
kb =
2πb1
L1
e1 + ...+
2πbd
Ld
ed. (B.22)
Rappelons deux proprie´te´s utiles de la transformation de Fourier :
1. la de´rivation spatiale devient un simple produit
̂(gradz f)(k) = −ıfˆ(k)⊗ k (B.23)
2. le produit de convolution devient un simple produit
(̂f ∗ g) = fˆ gˆ (B.24)
Transforme´e discre`te
La transforme´e de Fourier discre`te (DFT) d’une se´rie de donne´e (fβ)β∈I comprenant N1 ×
..×Nd = N termes avec I = [0..N1 − 1]× ...× [0..Nd − 1] est la se´rie de donne´e (fˆb)b∈I de´finie
par
fˆb =
∑
β∈I
fβ exp
(
−2ıπ
(
β1b1
N1
+ ...+
βdbd
Nd
))
(B.25)
La de´finition ci-dessus est en fait valable pour tout b ∈ Zd avec la relation de pe´riodicite´
fˆb=b1,..,bi,..,bd = fˆb1,..,bi+Ni,..,bd pour tout i ∈ [1, .., d]. La transformation de Fourier discre`te inverse
(DFT−1) est de´finie par
fβ =
1
N
∑
b∈I
fˆb exp
(
2ıπ
(
β1b1
N1
+ ...+
βdbd
Nd
))
(B.26)
Enfin, le the´ore`me de Plancherel indique que le produit scalaire de deux se´ries de donne´es peut
se calculer indiffe´remment dans l’espace direct ou dans l’espace de Fourier :∑
β∈I
f∗βgβ =
1
N
∑
b∈I
fˆ∗b gˆb (B.27)
B.3.2 Ope´rateurs continus
Dans l’espace de Fourier, l’expression du tenseur de Green est plus simple a` e´tablir que dans
l’espace direct graˆce aux proprie´te´s (B.23) et (B.24). Dans la suite, le proble`me (B.1) est de´fini
sur une cellule de pe´riodicite´ Ω et la condition d’adhe´rence est remplace´e par la condition de
pe´riodicite´ du de´placement, avec de´formation moyenne nulle. Sous re´serve d’une reproduction
pe´riodique des champs, les ope´rateurs de Green ne de´pendent plus que de la diffe´rence entre
le point d’observation et le point d’application de charge, de sorte que les produits dans (B.2),
(B.4), (B.6) et (B.14) deviennent des produits de convolution classiques.
Conside´rons l’expression dans l’espace de Fourier du proble`me (B.1) (avec les conditions aux
limites pe´riodiques) pour un champ de force volumique f quelconque en l’absence de polarisation,
suivant [72]. Le cas du proble`me avec polarisation τ sans force volumique se traite de manie`re
identique en remplac¸ant f par div τ dans la suite. Dans l’espace de Fourier, cela revient a`
remplacer fˆ(k) par −ıτˆ (k)·k. En l’absence de polarisation, le proble`me (B.1) avec les conditions
aux limites pe´riodiques s’e´crit dans l’espace de Fourier comme suit :
− ıσˆ · k + fˆ = 0
σˆ = C0 : εˆ
εˆ = −ıξˆ s⊗ k
ξˆ(k = 0) = εˆ(k = 0) = 0
(B.28)
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La combinaison de la compatibilite´ ge´ome´trique, de la loi de comportement et de l’e´quilibre
conduit a` l’e´quation de Navier :
(k · C0 · k) · ξˆ = fˆ (B.29)
L’e´quation de Navier fait apparaˆıtre le tenseur acoustique K0 = k ·C0 · k. Or la transforme´e de
Fourier de (B.2), qui correspond ici a` un ve´ritable produit de convolution dans l’espace direct, se
re´e´crit ξˆ = Gˆ0 · fˆ . Pour k 6= 0, la transforme´e de Fourier du tenseur de Green est donc l’inverse
du tenseur acoustique.
Pour inverser le tenseur acoustique, posons C0 = 3κ0J+ 2µ0K et utilisons les proprie´te´s :
k · J · k = 1
3
k ⊗ k ; k ·K · k = 1
6
k ⊗ k + k
2
2
I (B.30)
Le tenseur acoustique est alors de´compose´ sur la base (n⊗ n, I − n⊗ n) en :
K0 = k
2
[(
κ0 +
4
3
µ0
)
n⊗ n+ µ0 (I − n⊗n)
]
, (B.31)
ce qui permet l’inversion imme´diate de K0
K−10 = Gˆ0(k) =
1
k2
[(
κ0 +
4
3
µ0
)−1
n⊗ n+ 1
µ0
(I − n⊗ n)
]
. (B.32)
Apre`s simplification, le tenseur de Green est finalement :
Gˆ0(k) =


1
µ0k2
(
1− 1
2(1 − ν0)n⊗n
)
si k 6= 0,
0 si k = 0.
(B.33)
Cette expression est valable pour des proble`mes tridimensionnels ou en de´formation plane. L’an-
nulation en k = 0 correspond a` la condition de nullite´ du de´placement moyen.
En remplac¸ant fˆ(k) par −ıτˆ (k)·k dans le raisonnement pre´ce´dant, la transforme´e de Fourier
de l’ope´rateur d’ordre trois H0 s’obtient alors comme
Hˆ0(k) = −ıGˆ0(k)
s⊗ k.
Par de´rivation du tenseur de Green, la transforme´e de Fourier de l’ope´rateur d’ordre trois G0
est directement
Gˆ0(k) = −ık
s⊗ Gˆ0(k),
et celle l’ope´rateur de Green d’ordre quatre
Γˆ0(k) = k
s⊗ Gˆ0(k)
s⊗ k.
Toutes ces expression ne sont valables que si k 6= 0. Tous les ope´rateurs ci-dessus s’annulent en
k = 0 pour ve´rifier les conditions de de´formation et de de´placement moyens nuls.
B.3.3 Ope´rateurs discre´tise´s
Les formulations variationnelles pre´sente´es au chapitre 2 ame`nent a` calculer des termes qua-
dratiques qui impliquent les diffe´rents ope´rateurs de Green, de la forme f ·G0 ∗ f , τ : Γ0 ∗ τ ou
τ : G0 ∗ f par exemple. La situation ou` les chargements f et τ sont choisis constants par mor-
ceaux suivant une grille de discre´tization re´gulie`re est ici conside´re´e. Dans la suite, la proce´dure
de discre´tisation de l’ope´rateur de Green d’ordre quatre introduite par Brisard et Dormieux
[20, 21] est aussi applique´e aux ope´rateurs d’ordre deux et trois.
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Grille de discre´tisation
Le domaine Ω est divise´ suivant une grille re´gulie`re en N1 × ...×Nd = N sous domaines Ωβ
(pixels pour d = 2, voxels pour d = 3). La position de ces sous domaines dans les d directions
de l’espace est indique´e par le multi-indice β = (β1, ..., βd) ∈ I = [0..N1 − 1] × ...× [0..Nd − 1].
Chaque domaine Ωβ est un paralle´le´pipe`de rectangle de taille (ou re´solution) identique r1, ..., rd
suivant les d axes du repe`re carthe´sien orthonorme´, avec ri = Li/Ni. La fonction indicatrice χ
β
d’un voxel Ωβ est de´finie par
χβ(z1e1 + ...+ zded) =
{
1 si ∀i, 2|zi − riβi| 6 ri,
0 sinon.
Conside´rons maintenant le cas de champs de force volumique et de polarisation constants
par voxel. Plus pre´cise´ment, a` toutes se´ries de donne´es (fβ)β∈I et (τβ)β∈I sont associe´es les
champs de force volumique et de polarisation suivants :
f(z) =
∑
β∈I
fβ χ
β(z) ; τ (z) =
∑
β∈I
τβ χ
β(z). (B.34)
Suivant Brisard et Dormieux [20], la transforme´e de Fourier continue (de la reproduction
pe´riodique) du champ f est relie´e a` la transforme´e de Fourier discre`te de la se´rie de donne´es
(fβ)β∈I par
fˆ(kb) =

 ∏
i∈(1,..,d)
1
Ni
sinc
(
πbi
Ni
) fˆb avec (∀b ∈ Zd), (B.35)
et de meˆme pour le champ de polarisation.
Discre´tisation consistente des ope´rateurs
Conside´rons maintenant l’e´valuation du terme quadratique τ : G ∗ f , par exemple. Par pro-
prie´te´s de la transforme´e de Fourier des champs pe´riodiques, le terme quadratique se re´exprime :
τ : G ∗ f =
∑
b∈Zd
τˆ ∗(kb) : Gˆ(kb) · fˆ(kb),
ou` l’exposant ∗ indique le complexe conjugue´ et kb est un vecteur d’onde. Remarquons que si le
champ f ou τ est constant, la seule valeur non nulle de sa transforme´e de Fourier est obtenue
pour kb = 0. Or les ope´rateurs de Green s’annulent pour cette valeur du vecteur d’onde : le
terme quadratique est alors nul. En tirant parti de la relation (B.35) et de la pe´riodicite´ des
transforme´es de Fourier discre`tes, la somme sur Zd du terme peut se re´organiser sous la forme :
τ : G ∗ f =
∑
b∈I
τˆ ∗b : Gˆ
c
b · fˆb (B.36)
ou` Gˆ
c
b est la transforme´e de Fourier discre`te de l’ope´rateur de Green (ici d’ordre trois) de´finie
par :
Gˆ
c
b =
∑
n∈Zd

 ∏
i∈(1,..,d)
sinc
(
πbi
Ni
)
2
Gˆ(kb1+n1N1,...,bd+ndNd), (B.37)
Cette discre´tisation de l’ope´rateur de Green, e´nerge´tiquement consistente, est repe´re´e par l’ex-
posant c. Elle est a` opposer a` l’ope´rateur de Green tronque´ utilise´ classiquement [71, 72]. Une
comparaison du comportement de ces deux ope´rateurs est de´taille´e dans [20, 21].
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Introduisons le produit de convolution discret ⊛ de deux se´ries de donne´es de´fini de sorte
que
DFT
[
(Gc ⊛ f)β
]
= ̂(Gc ⊛ f)b = Gˆ
c
b · fˆb.
Avec ces notations, (B.36) peut se re´e´crire a` l’aide du the´ore`me de Plancherel (B.27) comme :
τ : G ∗ f = 1
N
∑
β∈I
τβ : (G
c
⊛ f)β . (B.38)
Sous re´serve de savoir calculer Gˆ
c
b, le produit de convolution discret qui intervient dans (B.38)
peut eˆtre e´value´ nume´riquement avec une grande efficacite´ par un aller-retour dans l’espace de
Fourier :
1. Appliquer la tranformation de Fourier discre`te : (fˆb) = DFT
[
(fβ)
]
2. Calculer le produit direct Gˆ
c
b · fˆb pour tout b ∈ I
3. Appliquer la tranformation de Fourier discre`te inverse :
(
(Gc ⊛ f)β
)
=
DFT−1
[(
Gˆ
c
b · fˆb
)]
En pratique, les transforme´es de Fourier discre`tes sont calcule´es par l’algorithme de la trans-
forme´e de Fourier rapide (FFT : Fast Fourier Transform).
Cette me´thode permet de calculer de manie`re exacte les termes quadratiques qui nous
inte´ressent pour des champs de force volumique et de polarisation constants par voxels. Cepen-
dant, le calcul des ope´rateurs de Green discre´tise´s consistents de´finis par (B.37) fait intervenir
des sommes infinies. Pour l’ope´rateur de Green d’ordre quatre, la convergence de ces se´ries est
particulie`rement lente et leur e´valuation hors d’attente pour une grille de discre´tisation tridi-
mensionnelle fine.
Discre´tisation filtre´e, non consistente des ope´rateurs
Afin de contourner cette difficulte´, Brisard et Dormieux [21] a introduit une approximation
e´le´gante et efficace des ope´rateurs de Green discre´tise´s consistents. L’ide´e consiste a` appliquer
l’ope´rateur de Green tronque´ sur une grille de discre´tisation deux fois plus fine que la grille de
discre´tisation des champs f et τ , puis a` projeter le re´sultat sur la grille la plus grossie`re. Le but
est de filtrer les hautes fre´quences de l’ope´rateur tronque´, qui sont pollue´es. Cette ope´ration est
re´alise´e the´oriquement, et en pratique seule la grille la plus grossie`re est utilise´e. Elle permet de
de´finir un ope´rateur de Green discre´tise´ filtre´, non consistent :
Gˆ
fnc
b =
∑
n∈{0,1}d

 ∏
i∈(1,..,d)
cos
(
πbi
2Ni
)
2
Gˆ(kb1+n1N1,...,bd+ndNd), (B.39)
Les sommes infinies dans (B.37) sont maintenant re´duites a` une somme de 2d termes. A`
la diffe´rence de l’ope´rateur consistent, l’ope´rateur Gfnc n’a donc pas besoin d’eˆtre stocke´ en
me´moire : il peut eˆtre calcule´ efficacement “a` la vole´e” (quitte a` stocker seulement les cosinus
qui interviennent en pre´facteur dans (B.39)).
La comparaison avec les ope´rateurs discre´tise´s tronque´s ou consistents propose´e dans[21]
montre que l’ope´rateur filtre´, non consistent se comporte aussi bien que l’ope´rateur consistent :
la convergence est aussi rapide, les champs de de´formation et de contrainte aussi bien ap-
proxime´s. En particulier, les champs ne ne pre´sentent pas les oscillations parfois observe´es lorsque
l’ope´rateur tronque´ est utilise´.
En conse´quence, toutes les applications nume´riques pre´sente´es dans ce me´moire sont base´es
sur les ope´rateurs de Green G0, G0, et Γ0 filtre´s, non consistents.
Annexe C
Polynoˆmes et fonctions associe´es de
Legendre, fonctions de Gegenbauer
Les fonctions de Gegenbauer d’ordre n de premier Gn et second Hn type sont e´troitement
lie´es aux fonctions de Legendre Pn et Qn dont les expressions sont rappele´es ci dessous pour les
coordonne´es prolates.
C.1 Polynoˆmes et fonctions associe´es de Legendre
Les polynoˆmes de Legendre Pn d’ordre n ve´rifient
P0(x) = 1
Pn(x) =
n∑
k=0
(
n
k
)(−n− 1
k
)(
1− x
2
)k
(n ≥ 1)
Les polynoˆmes de Legendre associe´s Qn d’ordre n ve´rifient
Q0(x) =
{
arccoth(x) x > 1
arctanh(x) −1 ≤ x ≤ 1
Q1(x) = xQ0(x)− 1
Qn(x) = Pn(x)Q0(x)−
n∑
m=1
Pm−1(x)Pn−m(x)
m
(n ≥ 2)
Les fonctions de Legendre associe´es du premier type Pmn sont de´finies pour n et m dans N
par [1]
P 0n(x) = Pn(x)
Pmn (x) =


√
x2 − 1md
m Pn(x)
dxm
x > 1
(−√1− x2)md
m Pn(x)
dxm
−1 ≤ x ≤ 1
De meˆme, les fonctions de Legendre associe´es du second type Qmn sont de´finies pour n et m
dans N par
Q0n(x) = Qn(x)
Qmn (x) =


√
x2 − 1md
mQn(x)
dxm
x > 1
(−√1− x2)md
mQn(x)
dxm
−1 ≤ x ≤ 1
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C.2 Fonctions de Gegenbauer
Les fonctions de Gegenbauer d’ordre n de premier Gn et second Hn type sont e´troitement
lie´es aux fonctions de Legendre Pn et Qn et sont de´finies pour n dans N par [27]
G0(x) = −H1(x) = 1 ; G1(x) = H0(x) = −x
Gn(x) =
Pn−2(x)− Pn(x)
2n− 1 ; Hn(x) =
Qn−2(x)−Qn(x)
2n− 1 (n ≥ 2)
Annexe D
Re´sultats expe´rimentaux
D.1 Porosite´
argon eau
confinement (MPa)
1 2 9 2 0
e´chantillon porosite´ (%)
cap1-MIL-12 - - - - 10,6
cap1-MIL-13 - 11,84 10,67 11,53 9,6
cap1-MIL-14 - 12,43 11,69 12,15 8,9
cap1-MIL-20 - - - - 14,5
cap1-MIL-21 - - - - 13,3
cap1-MIL-22 - 12,70 11,79 12,50 10,2
cap1-MIL-23 - 11,65 10,81 11,51 9,0
cap1-MIL-24 - 11,75 11,13 11,77 9,1
cap1-HAU-1 - - - - 15,0
cap1-HAU-2 - - - - 17,6
cap1-HAU-5 - - - - 12,8
cap1-HAU-7 - - - - 17,5
LW6-21 26,1 - - - 16,5
LW6-P1 21,4 - - - -
SK2-K3 - - - - 12,7 ; 15 ; 17,5 ; 17,6
SK2-K5 - - - - 10,9
SK2-K11 - - - - 9,1
Tab. D.1: Mesures de porosite´ a` l’eau, sans confinement et au gaz, avec confinement
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D.2 Perme´abilite´
D.2.1 Effet du confinement a` l’e´tat sec
1e-20
1e-19
1e-18
1e-17
1e-16
1e-15
0 5 10 15 20 25 30 35 40
p
er
m
e´a
b
il
it
e´
K
eff
(m
2
)
pression de confinement Pc (MPa)
LW2-11
LW2-12
LW2-13
LW6-11
LW6-21
LW6-P1
LB1-18-11
LB1-18-12
LB1-26-11
(a) roche me`re de Lingen (Posidonia et Wealden)
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(b) roche me`re de Skelbro (Alum)
Fig. D.1: Diminution de la perme´abilite´ au gaz avec le confinement.
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D.2.2 Effet du glissement aux parois a` l’e´tat sec
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Fig. D.2: Effet du glissement aux parois en fonction de la pression de gaz.
Pression de confinement (MPa)
2 9 2 9 2 9
E´chantillon Keff(Pi = 1MPa) (m
2) K int (m2) β (MPa)
cap1-MIL-12 1, 44.10−18 1, 28.10−18 2, 8.10−19 2, 3.10−19 2,4 2,8
cap1-MIL-13 1, 20.10−18 1, 12.10−18 1, 8.10−19 1, 6.10−19 3,4 3,6
cap1-MIL-14 1, 21.10−18 1, 13.10−18 1, 9.10−19 1, 8.10−19 3,3 3,2
cap1-MIL-20 9, 41.10−18 3, 94.10−18 7, 0.10−18 2, 4.10−18 0,23 0,40
cap1-MIL-21 2, 15.10−18 1, 83.10−18 5, 5.10−19 4, 4.10−19 1,7 1,9
cap1-MIL-22 1, 36.10−18 1, 26.10−18 4, 2.10−19 3, 8.10−19 1,1 1,0
cap1-MIL-23 1, 13.10−18 1, 05.10−18 1, 8.10−19 1, 6.10−19 3,3 3,3
cap1-MIL-24 1, 16.10−18 1, 09.10−18 1, 9.10−19 2, 1.10−19 3,0 2,5
Tab. D.2: Perme´abilite´ au gaz a` l’e´tat sec
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D.2.3 Effet de la saturation en eau
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Fig. D.3: Perme´abilite´ relative en fonction de la saturation. La pression d’Argon en injection est
1 MPa, drainage a` pression atmosphe´rique. Chaque type de point correspond a` un e´chantillon.
Seuls les 6 e´chantillons sains sur les 8 e´chantillons sont repre´sente´s.
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Fig. D.4: Perme´abilite´ relative en fonction de la saturation, e´chelle logarithmique. La pression
d’Argon en injection est 1 MPa, drainage a` pression atmosphe´rique. Chaque type de point
correspond a` un e´chantillon. Seuls les 6 e´chantillons sains sur les 8 e´chantillons sont repre´sente´s.
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D.2.4 Endommagement par un cycle hydrique
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Fig. D.5: Perme´abilite´ relative en fonction de la saturation. La pression d’Argon en injection est
1 MPa, drainage a` pression atmosphe´rique. Chaque type de point correspond a` un e´chantillon.
β (MPa)
cycle saturation : avant apre`s
Pc (MPa) = 2 9 2 9
cap1-MIL-13 3.4 3.6 2.7 2.0
cap1-MIL-14 3.3 3.2 1.9 2.1
cap1-MIL-20 0.23 0.40 0.14 0.25
cap1-MIL-21 1.7 1.9 0.19 0.95
Tab. D.3: Augmentation du coefficient de Klinkenberg apre`s un cycle hydrique
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Fig. D.6: Perme´abilite´ effective au gaz en fonction de la pression de confinement, avant (1) et
apre`s (2) cycle de saturation, pour les 4 e´chantillons cap1-MIL-XX avec XX=13, 14, 20 et 21.
La pression d’Argon en injection est 1 MPa, drainage a` pression atmosphe´rique.
Annexe E
Convergence de l’algorithme
d’Uzawa applique´ au lagrangien
augmente´
Cette annexe pre´sente une e´tude de la convergence de l’algorithme de re´solution utilise´ au
chapitre 5. La convergence est e´tudie´e dans le cas ou` ∂π(d)/∂d conduit a` une loi de comporte-
ment line´aire (C(d) = C).
L’algorithme de Uzawa peut eˆtre vu comme un algorithme ite´ratif de type point fixe. En
effet, a` chaque ite´ration i, λi et ei sont connus et relie´s par λi = ∂π(ei)/∂e = C : ei d’apre`s
(5.43). A` l’ite´ration suivante, d’apre`s (5.42)
(C+ C0) : e
i+1 = C : ei + C0 :
[
D − Γ0 ∗
(
δC : ei
)]
avec δC = C− C0 (E.1)
Analysons les conditions de convergence de ce point fixe. Dans la suite, e et C sont des champs
continus (i.e. non discrets) de´finis sur Ω. L’ope´rateur line´aire associe´ au point fixe ci-dessus est
L(e) = (C+ C0)
−1 : [C : e− C0 : Γ0 ∗ (δC : e)] (E.2)
La convergence du point fixe est assure´e si les valeurs propres de L appartiennent a` ] − 1; 1]
[70]. E´tudions les valeurs propres de L par un raisonnement analogue a` [66]. Soit eα un vecteur
propre de L et α la valeur propre associe´e, alors
L(eα) = αeα ⇔ T : eα = −Γ0 ∗ (δC : eα) (E.3)
avec
T =
(
α I+ (α− 1)C−10 : C
)
. (E.4)
Par proprie´te´ de l’ope´rateur de Green, il apparaˆıt dans (E.3) que le champ T : eα est
ge´ome´triquement compatible et de moyenne nulle. Or tout champ ε ge´ome´triquement com-
patible ve´rifie la proprie´te´ [66] :
ε− ε = Γ0 ∗ (C0 : ε) . (E.5)
Par conse´quent, le vecteur propre eα ve´rifie
Γ0 ∗
(
C′′ : eα
)
= 0 avec C′′ = δC + C0 : T = αC + (α− 1)C0 (E.6)
Suivant [66, 70], C′′ : eα est donc un champ de contrainte e´quilibre´. Introduisons maintenant la
raideur C′ = C′′ : T−1. Pour re´sumer, il a e´te´ montre´ que :
– le champ de de´formation dα = T : eα est ge´ome´triquement compatible avec un champ de
de´placement uα qui est cine´matiquement admissible avec une de´formation macroscopique
nulle pour les conditions aux limites pe´riodiques,
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– le champ de contrainte σα = C
′ : dα est a` divergence nulle et pe´riodique donc statiquement
admissible.
Le couple (uα,σα) est donc la solution d’un proble`me d’homoge´ne´isation de´fini sur Ω avec
raideur he´te´roge`ne C′, conditions aux limites pe´riodiques et de´formation moyenne nulle. Or si
la forme quadratique associe´e au champ C′ est de´finie positive ou de´finie ne´gative, ce proble`me
admet pour unique solution T : eα = 0. Pour que eα ne soit pas nul, il faut donc ne´cessairement
que la forme quadratique associe´e a` C′ ne soit ni de´finie positive ni de´finie ne´gative ou que T
s’annule. Dans le cas ou` C et C0 sont isotropes,
eα 6= 0⇔


∃z1 ∈ Ω, k0αk + (α− 1)k0
αk0 + (α− 1)k ≤ 0 ou µ0
αµ+ (α− 1)µ0
αµ0 + (α− 1)µ ≤ 0
∃z2 ∈ Ω, k0αk + (α− 1)k0
αk0 + (α− 1)k ≥ 0 ou µ0
αµ+ (α− 1)µ0
αµ0 + (α− 1)µ ≥ 0
(E.7)
Finalement, les valeurs propres de L sont borne´es car
eα 6= 0⇔ αmin ≤ α ≤ αmax (E.8)
avec
αmin = min
{
min
z∈Ω
(
1
1 + x
)
,min
z∈Ω
(
1
1 + 1/x
)
,min
z∈Ω
(
1
1 + y
)
,min
z∈Ω
(
1
1 + 1/y
)}
αmax = max
{
max
z∈Ω
(
1
1 + x
)
,max
z∈Ω
(
1
1 + 1/x
)
,max
z∈Ω
(
1
1 + y
)
,max
z∈Ω
(
1
1 + 1/y
)}
x = k(z)/k0 ; y = µ(z)/µ0
(E.9)
A` notre connaissance, le re´sultat E.9 est nouveau1. Pour que le point fixe converge, il suffit
que ces bornes ve´rifient −1 < αmin ≤ αmax ≤ 1. Ainsi le point fixe converge ne´cessairement si
k0 > 0, µ0 > 0 et k ∈ [0;+∞], µ ∈ [0;+∞], ce qui permet notamment de traiter les contrastes
infinis (pores et inclusions rigides). En revanche, si k et k0 ou µ et µ0 sont de signes oppose´s, la
convergence n’est pas assure´e.
Remarquons que cette analyse pre´dit que le rayon spectral r = max(|αmin|, |αmax|) de
l’ope´rateur L peut tendre vers 1 en pre´sence de pores ou d’inclusions rigides (voir Fig. E.1).
Lorsque le contraste tend vers 1, toutes les valeurs propres tendent ne´cessairement vers 1/2.
1Erratum : ce re´sultat vient d’eˆtre pre´sente´ par H. Moulinec a` la confe´rence IACM-ECCOMAS, 20-25 juillet
2014, Barcelone
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Fig. E.1: Domaine des valeurs propres de l’ope´rateur line´aire associe´ a` la re´solution du lagrangien
augmente´ par l’algorithme de Uzawa en fonction du contraste k(z)/k0 ou µ(z)/µ0.
Annexe F
Re´sistance d’une sphe`re composite
Les de´veloppements qui suivent mettent en oeuvre les approches cine´matique et statique du
Calcul a` la Rupture [83, 84] pour e´tablir la pression exte´rieure maximale supportable par une
sphe`re compose´e d’un noyau rigide et d’une couronne suivant le crite`re de re´sistance elliptique
(6.6).
F.1 Encadrement de la contrainte isotrope maximale suppor-
table
On note R le rayon exte´rieur de la sphe`re, soumis a` une pression uniforme Σ. Le noyau rigide
est une sphe`re de rayon ρ0R. On note ε = signe(Σ).
F.1.1 Approche statique
La syme´trie du proble`me ame`ne a` choisir un champ de contraintes de la forme suivante en
coordonne´es sphe´riques
σ(r) = σrr(r)er ⊗ er + σθθ(r)(eθ ⊗ eθ + eφ ⊗ eφ) (F.1)
L’e´quation d’e´quilibre impose
σθθ(r) =
1
2r
∂r2σrr(r)
∂r
(F.2)
Les contraintes sont recherche´es telles qu’elles saturent le crite`re de re´sistance de la matrice
en tout point. En injectant la forme recherche´e des contraintes dans le crite`re, on trouve une
e´quation diffe´rentielle sur σrr(r)
∂σrr(r)
∂r
=
1
rh(c+ σrr(r))
(F.3)
avec
h(u) = ε
3a+ 2b
3(−2bεu +√2ab√−3u2 + 3a+ 2b) (F.4)
La solution est exprime´e implicitement sous la forme
H(σrr + c)−H(Σ + c) = ln
( r
R
)
, (F.5)
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ou` H est une primitive de h, et ou` l’on a utilise´ la continuite´ du vecteur contrainte entre les
zones plastiques et e´lastiques. Une primitive de h est
H(u) = −1
6
[
ln
(
2b+ 3
√
aεu+ 3a+
√
2b
√−3u2 + 3a+ 2b
2b− 3√aεu+ 3a+√2b√−3u2 + 3a+ 2b(
√
a− εu)2
)
−
√
a
6b
arctan
( √
3εu√−3u2 + 3a+ 2b
)] (F.6)
Remarquons que cette fonction n’est pas de´finie pour εu = ε(σrr + c) >
√
a+ 2b/3. Pour√
a < εu <
√
a+ 2b/3, la fonction H est strictement monotone donc bijective sur cet intervalle.
Dans cet intervalle, un minorant Σ− de la charge limite en compression est obtenu en choisissant
σrr(r = ρR) = −c−
√
a+ 2b/3 de sorte que
Σ− = −c+H−1
(
H(−
√
a+ 2b/3)− ln(ρ0)
)
(F.7)
F.1.2 Approche cine´matique : majorants
L’approche cine´matique du Calcul a` la Rupture est mise en oeuvre sur diffe´rentes classes de
champs de vitesse afin de comprendre les e´le´ments cle´s du me´canisme de ruine.
Champ line´aire sans discontinuite´ Dans un premier temps, on prend un champ de vitesse
test
v = α(r − ρ0R)er (F.8)
avec α ne´gatif en compression et positif en traction, qui respecte l’adhe´rence a` l’interface avec
l’inclusion. La puissance des efforts exte´rieurs est
Pext = 4πR
3(1− ρ0)αΣ (F.9)
Les deux premiers invariants taux de de´formation sont
dv = α (3− ρ0R/r) ; dd = |α|
√
2/3ρ0R/r (F.10)
La puissance re´sistance maximale est obtenue en inte´grant la fonction d’appui
Prm = 4π
∫ R
r=ρ0R
(√
ad2v + bd
2
d − cdv
)
r2 d r (F.11)
L’inte´grale est analytique mais trop longue pour eˆtre reporte´e ici. En prenant attention au signe
de α, on trouve un majorant (en valeur absolue) de la charge maximale supportable
Σ+1 =
∫ R
r=ρ0R
(√
ad2v + bd
2
d − cdv
)
r2 d r
R3(1− ρ0)α (F.12)
Champ line´aire avec discontinuite´ Dans un second temps, on prend un champ de vitesse
test
v = α(r − ρ1R)er (F.13)
ou` ρ1 < ρ0 est un parame`tre a` optimiser. Ce champ fait apparaˆıtre un saut de vitesse radial
JvK = R(ρ0 − ρ1)er au niveau de l’inclusion. La discontinuite´ sur la surface Sdis de normale n
contribue a` la puissance re´sistante maximale par le terme
P disrm =
∫
Sdis
(√
(a+ b/6)(JvK · n)2 + b/2JvK2 − cJvK · n
)
dS (F.14)
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La contribution du terme re´gulier fait intervenir les deux premiers invariants du taux de
de´formation
dv = α (3− ρ1R/r) ; dd = |α|
√
2/3ρ1R/r (F.15)
La puissance re´sistance maximale totale est alors
Prm =4πR
3|α|
[∫ 1
ρ=ρ0
(√
a(3− ρ1/ρ)2 + 2b/3(ρ1/ρ)2 − εc(3 − ρ1/ρ)
)
ρ2 d ρ
+ ρ20(ρ0 − ρ1)
(√
a+ 2b/3− εc
)] (F.16)
ou` ε = signe(α) = signe(Σ) La puissance des efforts exte´rieurs est
Pext = 4πR
3|α|(1 − ρ1)|Σ| (F.17)
Le choix ρ1 = ρ0 conduit a` la borne pre´ce´dente Σ
+
1 . Un meilleur majorant de la charge maximale
est obtenu en optimisant la valeur de ρ1 de sorte que
|Σ|+2 = infρ1
1
1− ρ1
(∫ 1
ρ=ρ0
(√
a(3− ρ1/ρ)2 + 2b/3(ρ1/ρ)2 − εc(3− ρ1/ρ)
)
ρ2 d ρ
+ρ20(ρ0 − ρ1)
(√
a+ 2b/3 − εc
)) (F.18)
Remarquons que le choix ρ1 = 0 revient a` conside´rer une de´formation homoge`ne correspondant
a` une expansion radiale avec saut de vitesse au niveau de l’inclusion. Dans ce cas, on obtient un
majorant simplifie´ qui varie line´airement avec la fraction volumique d’inclusion
|Σ|+3 =
(√
a− εc) (1− ρ30)+ ρ30 (√a+ 2b/3− εc) (F.19)
Champ radial avec discontinuite´ Dans un troisie`me temps, on choisit un champ radial
avec discontinuite´, dont la de´pendance par rapport a` r pour ρ0 < r ≤ R est a` optimiser par
calcul des variations
v = αv(r)er (ρ0 < r ≤ R) (F.20)
avec v(R) = 1 et v(ρ0R) = Jv0K La puissance des efforts exte´rieurs est
Pext = 4πR
2αΣ (F.21)
Pour un saut de vitesse donne´ a` l’inclusion, le champ de vitesse pour ρ0 < r ≤ R doit minimiser
la partie re´gulie`re de la puissance re´sistante maximale
P regrm = 4π
∫ R
r=ρ0R
(√
ad2v + bd
2
d − cdv
)
r2 d r =
∫ R
r=ρ0R
χ(r, v(r), v′(r)) d r (F.22)
D’apre`s le calcul des variations, l’optimum est obtenu pour v(r) solution de
∂χ(r, v, v′)
∂v
− d
d r
(
∂χ(r, v, v′)
∂v′
)
= 0 (F.23)
ce qui revient a` l’e´quation diffe´rentielle non line´aire du second ordre en v(r)
(3a+2b)(rv′(r))3 − 6b(rv′(r))2v(r) + (6b+9a)v(r)2rv′(r)− 2(b+6a)v(r)3 +9av(r)2r2v′′(r) = 0
(F.24)
Cette e´quation est simplifie´e par utilisation du changement de variable η = ln(r/(ρ0R)) et du
changement de fonction w(η) = ∂ ln[v(η)]/∂η en
9aw′(η)− w(η) (w(η)2 − 3w(η) + 3) (2b+ 3a) + 2(b+ 6a) = 0 (F.25)
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La solution de cette nouvelle e´quation diffe´rentielle est analytique, de la forme
η = Φ(w0)− Φ(w) (F.26)
ou` Φ, connue analytiquement mais trop longue pour eˆtre reporte´e ici, est la primitive de φ qui
s’annule en +∞ avec
φ(x) =
9a
x (x2 − 3x+ 3) (2b+ 3a) + 2(b+ 6a) (F.27)
et w0 est une valeur a` optimiser qui correspond a`
w0 =
ρ0R
Jv0K
(
∂v
∂r
(r = ρ0R
+)
)
(F.28)
Pour inte´grer la partie re´gulie`re de la fonction d’appui, il est plus commode d’inte´grer par rapport
a` la variable w. La vitesse s’exprime en fonction de w par
ln(v) = Ψ(w)−Ψ(wR) (F.29)
ou` Ψ est une primitive de xφ(x) et wR = Φ
−1 (Φ(w0) + ln(ρ0)) est la valeur prise par w en
r = R.
Malheureusement, ce champ donne une borne sur la charge limite tre`s le´ge`rement supe´rieure
a` celle donne´e par |Σ|+2 . Une possibilite´ est que la condition aux limites en r = ρ0R est mal
ge´re´e puisque l’on ne choisit pas inde´pendamment le saut de vitesse et la de´rive´e de la vitesse
juste apre`s ce point.
Champ associe´ La borne |Σ|+2 est tre`s proche de |Σ|−. Supposons maintenant que |Σ|− est
la charge limite. Dans ce cas, le champ de vitesse associe´ doit, d’apre`s le the´ore`me d’association,
conduire a` la meˆme charge limite.
Le taux de de´formation plastique associe´ suit la re`gle de normalite´
d = λ˙
∂f
∂σ
= drr(r)er ⊗ er + dθθ(r)(eθ ⊗ eθ + eφ ⊗ eφ) (F.30)
avec
drr(r) =
2λ˙
3
(
σrr + 2σθθ + 3c
3a
+
2(σrr − σθθ)
b
)
=
2λ˙
3
(
u
a
+
(3a)−1 − b−1
h(u)
)
dθθ(r) =
2λ˙
3
(
σrr + 2σθθ + 3c
3a
− σrr − σθθ
b
)
=
2λ˙
3
(
u
a
+
(3a)−1 + (2b)−1
h(u)
) (F.31)
Cherchons a` savoir si ce taux de de´formation est ge´ome´triquement compatible avec un champ
de vitesse radial
v(r) = vr(r)er (F.32)
Cette forme implique que les composantes du taux de de´formation ve´rifient
drr(r) =
∂vr(r)
∂r
; dθθ(r) =
vr(r)
r
(F.33)
soit
∂vr(r)
∂r
=
2λ˙
3
(
u
a
+
(3a)−1 − b−1
h(u)
)
vr(r)
r
=
2λ˙
3
(
u
a
+
(3a)−1 + (2b)−1
h(u)
) (F.34)
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Fig. F.1: (a) Me´canismes cine´matiques utilise´s et (b) bornes supe´rieures, estimation par ho-
moge´ne´isation (6.61) et valeur exacte de la contrainte hydrostatique de compression maximale
(F.7). Les courbes rouges correspondent au me´canisme de la charge limite exacte.
L’e´limination du multiplicateur plastique λ˙ conduit a` une e´quation diffe´rentielle sur vr(r) de la
forme
∂v(u)
∂u
− q(u)v(u) = 0 (F.35)
avec
q(u) =
2 [b(1 + 3uh(u)) − 3a] h(u)
2b(1 + 3uh(u)) + 3a
(F.36)
Rappelons que u(r) = c+ σrr(r) ve´rifie
h(u)u′ =
1
r
, (F.37)
de solution
H(u)−H(σ + c) = ln
(
r
ρR
)
, (F.38)
La solution de l’e´quation diffe´rentielle sur la vitesse est
ln(v(u)) = Q(u)−Q(uR) (F.39)
avec uR = Σ
− + c = H−1 (H(u0)− ln(ρ0)) et u0 = −
√
a+ 2b/3, ce qui prend en compte la
condition aux limites v(r = R) = 1. Le saut de vitesse radiale a` l’inclusion est alors
JvK = exp (Q(u0)−Q(uR)) (F.40)
La partie re´gulie`re de la puissance re´sistance maximale est inte´gre´e par changement de variable
u = u(r), la partie de discontinuite´ est traite´e comme pre´ce´demment.
Tous calculs faits, on retrouve la charge limite de l’approche statique. On en conclue que
|Σ|− = |Σ|lim. Les charges limites en traction et compression isotrope sont bien syme´triques par
rapport a` Σ = −c.
F.2 Majorant de la contrainte de´viatorique maximale suppor-
table
Un de´placement associe´ au taux de de´formation macroscopique homoge`ne Dd = 1/2(e1 ⊗
e1 + e2 ⊗ e2) − e3 ⊗ e3 en coordonne´es carte´siennes est impose´ a` la frontie`re exte´rieure de la
sphe`re composite. On note η = ρ1/3 le rapport entre le rayon inte´rieur et le rayon exte´rieur.
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Le champ de vitesse est recherche´ en coordonne´es sphe´riques sous la forme
v = rot (ζ(r, θ)eφ)
=
−1
r2 sin(θ)
∂ζ(r, θ) sin(θ)
∂θ
er +
1
r
∂ζ(r, θ)
∂r
eθ
(F.41)
ou` ζ(r, θ) = χ(r) sin(2θ) est une fonction de courant, prise a` variables se´pare´es et χ une fonction
de r a` optimiser. Ce champ est a` divergence nulle et ne fait pas participer la partie volumique
de la partie re´gulie`re de la puissance re´sistance maximale de la matrice. Il pre´sente cependant
l’avantage de ne de´pendre que d’une seule fonction.
Les conditions aux limites en r = R imposent
χ(R) = R/4 ; χ′(R) = 3R2/4 (F.42)
La condition d’adhe´rence au niveau de l’inclusion n’est pas impose´e strictement : on se laisse
la possibilite´ d’un saut de vitesse JvK = v(r = ηR+), qui participe a` la puissance re´sistance
maximale comme
P srm =
∫
sph.r=ηR
√
(a+ b/6)(JvK · n)2 + b/2JvK2 dS (F.43)
Afin de mener analytiquement les calculs, cette partie surfacique de la puissance re´sistance
maximale sera majore´e par application de l’ine´galite´ de Cauchy-Schwartz
P srm ≤ P s,majrm =
√
4πη2R2
√∫
sph.r=ηR
(a+ b/6)(JvK · n)2 + b/2JvK2 dS (F.44)
De meˆme, dans l’objectif d’optimiser analytiquement la fonction χ, la partie volumique de la
puissance re´sistance maximale (dans laquelle on rappelle que dv = 0 pour le champ choisi) est
majore´e par application de l’ine´galite´ de Cauchy-Schwartz
P vrm =
∫ R
r=ηR
∫
sph.r
√
bd2d dS d r ≤
√
4πR3(1− η3)
3
√
b
∫ R
r=ηR
∫
sph.r
d2d dS d r = P
v,maj
rm (F.45)
Un avantage de ces deux majorations est de pouvoir inte´grer analytiquement la de´pendance en
θ sur chaque sphe`re de rayon r. Le majorant de la puissance re´sistance maximale P v,majrm ne
de´pend alors que de la fonction χ et de ses de´rive´es :
P vrm ≤ P v,majrm =
√
4πR3(1− η3)b
3
√∫ R
r=ηR
L(r, χ, χ′, χ′′) (F.46)
ou` L est un polynoˆme du second degre´ en χ, χ′ et χ′′ dont les coefficients sont des puissances de
r. L’inte´grale sous la racine peut eˆtre minimise´e par un calcul de variation, dont l’application
montre que χ doit ve´rifier l’e´quation diffe´rentielle
∂L
∂χ
− ∂
∂r
(
∂L
∂χ′
)
+
∂2
∂r2
(
∂L
∂χ′′
)
= 0 (F.47)
La solution ge´ne´rale de´pend de quatre coefficients
χ(r) = C1 + C2(r/R)
−2 + C3(r/R)
3 + C4(r/R)
5 (F.48)
Deux relations line´aires pe`sent sur les coefficients afin de respecter les conditions aux limites
en r = R. Elles sont applique´es par substitution. Les deux autres relations vont eˆtre e´tablies
afin de minimiser la puissance re´sistance maximale. Afin que ces relations soient line´aires, on ne
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cherche pas a` minimiser exactement la puissance re´sistance maximale car elle implique la somme
de deux racines qui correspondent a` P vrm et P
s
rm. Au contraire, on minimise une fonctionnelle
quadratique des coefficients judicieusement choisie, note´e P et de´finie comme
P = (1− η3) (P v,majrm )2 + η3 (P s,majrm )2 (F.49)
Les ponde´rations η3 = ρ et 1− η3 = 1− ρ, essentielles, sont choisies afin qu’aux fortes fractions
volumiques ρ le me´canisme de discontinuite´ de vitesse soit minimise´ en priorite´ et qu’aux faibles
fractions volumiques le me´canisme re´gulier dans le volume de la matrice soit minimise´ en priorite´.
En effet, la surface spe´cifique de la zone de discontinuite´ augmente line´airement avec ρ et la
fraction volumique de matrice est 1− ρ. La fonctionnelle P est alors optimise´e par rapport aux
deux coefficients restants. La puissance re´sistance maximale Prm est finalement majore´e par
Pmajrm = P
v,maj
rm + P
s,maj
rm (F.50)
La puissance des efforts exte´rieurs est
Pext =
∫
sph.r
(D · z) · (σ · n) dS =D :
∫
sph.R
z ⊗ σ · n dS
=D : Σ
4πR3
3
=
√
3
2
4πR3
3
Σd
(F.51)
ou` Σd est la contrainte de´viatorique macroscopique maximale supportable. Tous calculs fait,
cette contrainte de´viatorique est majore´e par
Σ+d =
√
b
2
√
5η3
√
f1b2 + f2ab+ f3a2 + (1− η)
√
η2 + η + 1
√
g1b2 + g2ab+ g3a2
h1b+ h2a
(F.52)
avec ρ = η3 et
f1 = 5675η
14 − 5880η12 + 2646η10 + 11680η7 − 2352η5 + 9056
f2 = 13575η
14 − 25830η12 + 11907η10 + 19680η7 − 15624η5 + 10992
f3 = 324(1 − η)4(5η5 + 10η4 + 8η3 + 6η2 + 4η + 2)2
g1 = 867η
17(η2 + η + 1) + 30092η15(η + 1)− 4306η14
− 9306η13 + 10044η12 + 68844η10(η + 1)− 80144η8(η + 1)
+ 96256η7 + 125856η6 + 77856η5 − 96192η3(η + 1) + 43808(η2 + η + 1)
g2 = 6(η − 1)(408η18 + 816η17 + 1224η16 + 13357η15 + 25490η14 + 13851η13
− 288η12 − 1152η11 + 25284η10 + 51720η9 + 1604η8 − 48512η7 − 12528η6
+ 34056η5 + 50640η4 + 11112η3 − 28416η2 − 18944η − 9472)
g3 = 18(1 − η)2(96η17 + 288η16 + 576η15 + 3310η14 + 8490η13 + 9312η12
+ 5151η11 + 1317η10 + 4110η9 + 13530η8 + 10373η7 − 5361η6 − 10992η5
− 4920η4 + 3480η3 + 6144η2 + 3072η + 1024)
h1 = −17η10 − 50η7 + 294η5 − 200η3 + 148
h2 = 3(1 − η)3(8η7 + 24η6 + 48η5 + 105η4 + 195η3 + 192η2 + 96η + 32)
(F.53)
Ce majorant ne diverge vers l’infini que dans le cas ou` a/b →∞ (cas du crite`re de Von Mises)
pour ρ → 1. Dans le cas ou le rapport d’aspect a/b de l’ellipse est grand (ce qui arrive lorsque
φ→ φcrit+), il ame´liore donc conside´rablement le majorant suivant propose´ dans [50]
Σ+,uni.d =
√
b
[
(1− ρ) + ρ
√
17b+ 12a
10b
]
(F.54)
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qui correspond a` un choix de taux de de´formation uniforme. Son principal inconve´nient est de
ne pas ve´rifier asymptotiquement pour a/b→∞ la condition de pertinence JvnK = 0 du saut de
vitesse.
Un de´veloppement limite´ au premier ordre en ρ = 0 montre que le ratio de la pente de Σ+d
(F.52) en ρ = 0 sur celle de
√
B (6.61) de la me´thode variationnelle est compris entre 0, 81 et
0, 93 quelques soient les valeurs de a et b, tandis que pour Σ+,uni.d (F.54) ce ratio varie entre 0, 93
et +∞.
Annexe G
Simulations e´lasto-plastiques
G.1 Algorithme d’e´volution e´lasto-plastique
Les trajets de chargement suivant sont typiquement conside´re´s
– triaxial : Σm −Σ0m = −Σd/
√
6
– contrainte moyenne constante : Σm = Σ
0
m
L’initialisation correspond a` l’e´tat de re´fe´rence et est pris comme l’ite´ration i = 0. Le dernier
e´tat de contrainte dans la zone e´lastique est conside´re´ comme l’ite´ration i = 1. Les ite´rations
plastiques i ≥ 2 sont controˆle´es par la de´formation.
Pour les ite´rations plastiques, la pre´sence de deux parame`tres d’e´crouissage (φ et JξtK
p
eff) inter-
de´pendants et la complexite´ de l’expression du crite`re en fonction de ces parame`tres d’e´crouissage
nous conduisent a` utiliser un sche´ma d’inte´gration explicite en temps pour les de´formations et
les parame`tres d’e´crouissages. C’est a` dire que les de´rive´es f˙ d’une fonction f , approche´es par
d f nume´riquement entre deux pas de temps, sont affecte´es (calcule´es) a` l’instant correspondant
au de´but de chaque ite´ration. La stabilite´ de l’algorithme propose´ est alors conditionnelle : il faut
un pas de temps suffisament petit. Pour contourner cette limitation sur la stabilite´, il est souvent
pre´fe´rable d’utiliser un sche´ma d’inte´gration implicite en temps ou` les de´rive´es se re´fe`rent a` la
fin d’un pas de temps. Cependant, la mise en place d’un sche´ma implicite en temps conduirait
a` re´soudre un syste`me de 3 e´quations non line´aires ((7.18),(7.33) et (6.69) ou (6.76)) pour 3
inconnues : dΣd, dφ et dJξ
p
t K, hors de porte´e en pratique.
initialisation
ite´ration 0
– donne´e de Σ0m a` l’e´tat normalement consolide´ par exemple, ou sur consolide´ et Σ
0
d = 0.
phase e´lastique F (Σm,Σd, φ, Jξ
p
t K) ≤ 0
ite´ration 1
– trajet de chargement : Σ1m et Σ
1
d sont lie´s
– bilan de variation de volume (7.33) : donne dφ en fonction de dEe1v et k
hom
– appartenance au domaine d’e´lasticite´ initial : F 1(Σ1m,Σ
1
d, φ = φ
0 + dφ, Jξpt K = 0) = 0
– activation des interfaces inconnue a` ce stade
– supposer a priori eˆtre sur une partie de crite`re (7.18) avec interfaces non actives (F 1 =
F 1inact), de´duire Σ
1
m et Σ
1
d
– si a posteriori Σ1m et Σ
1
d conduisent via (7.21) a` β
1 dans la zone d’interfaces active´es,
recommencer le calcul pre´ce´dant en prenant la portion active´e du crite`re F 1 = F 1act
– de´formations e´lastiques : Ee1v = (Σ
1
m − Σ0m)/khom, Ee1d = (Σ1m − Σ0m)/khom
– pas de de´formation plastique
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phase charge plastique F i(Σim,Σ
i
d, φ
i, Jξpt K
i) = 0
ite´ration i
– incre´ment de de´formation totale dEd : E
i+1
d = E
i
d + dEd.
– expression de toutes les variations en fonction de dΣd
– trajet de chargement : dΣm = − dΣd/
√
6 ou 0.
– de´formation e´lastique : dEev = dΣm/k
hom, dEed = dΣd/2µ
hom et d εev = dE
e
v/(1 − ρ)
– de´formation plastique : dEpd = dEd − dEed
– re`gle de normalite´ : dEpv = βi dE
p
d
– e´crouissage (si interfaces actives) : dJξpt K de´duit de JVtK/R0 par (6.69) ou (6.76)
– bilan de variation de volume (7.33) : donne dφ en fonction de dEpv et dEev
– appartenance nouveau crite`re (7.18) a` l’incre´ment i+1 : F i(Σi+1m ,Σ
i+1
d , φ
i+1, Jξpt K
i+1) = 0
donne dΣd
(e´quation non triviale, a` re´soudre nume´riquement)
– ve´rification dΛ ≥ 0 par (G.1)
– βi+1 de´duit de (7.21) en utilisant Σi+1m , φ
i+1 et Jξpt K
i+1.
– βi+1m de´duit de (7.35),(7.36) ou (7.37) en utilisant β
i+1, φi+1 et Jξpt K
i+1.
– e´tat de l’activation des interfaces en fonction des valeurs critiques de βi+1 : forme du
crite`re F i+1 (7.18)
Si besoin, certaines ite´rations plastiques peuvent se faire en se imposant dEv au lieu de dEd.
Notons que sous re´serve de ne´gliger les taux de de´formations e´lastiques, le multiplicateur
plastique peut s’expliciter en fonction du bilan de variation de volume comme :
Λ˙ =
(
Σm −Σm0
A
+
Σd − Σd0
C
)−1 (1− ρ)φ˙
2(1− φ− v(βm))(1 − V (β)) . (G.1)
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Fig. G.1: Mate´riau renforce´ avec interfaces me´so de Tresca : oppose´ des de´formations macro-
scopiques totales late´rale (vert), axiale (bleu) et volumique (rouge) en fonction de la variation
de contrainte axiale par rapport a` l’e´tat initial. L’e´tat initial est normalement ou sur consolide´.
Chaque courbe correspond a` des valeurs initiales diffe´rentes de Σm, de -12 MPa = normale-
ment consolide´ (fonce´, courbes les plus hautes) a` 0 MPa (clair, courbes les plus basses) par
incre´ment de 1 MPa. Les parame`tres sont φ0 = 0.365, ρ = 0.6, αg = 0.055, hg = 92.86, k
0 = 7,
r0K
g
t = 937.25, R0K
i
t = 100050, valeur critique d’e´crouissage (JξtK
i/R0)
c = 0.003.
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Fig. G.2: Mate´riau renforce´ avec interfaces me´so de Mohr-Coulomb : Oppose´ des de´formations
macroscopiques totales late´rale (vert), axiale (bleu) et volumique (rouge) en fonction de la
variation de contrainte axiale par rapport a` l’e´tat initial. L’e´tat initial est normalement ou
sur consolide´. Chaque courbe correspond a` des valeurs initiales diffe´rentes de Σm, de -12 MPa
= normalement consolide´ (fonce´, courbes les plus hautes) a` 0 MPa (clair, courbes les plus
basses) par incre´ment de 1 MPa. Les parame`tres sont φ0 = 0.365, ρ = 0.6, αg = 0.055, αi =
0.065, hg = 92.86, h
0
i = 120, r0K
g
t = 937.25, R0K
i
t = 100050, valeur critique d’e´crouissage
(JξtK
i/R0)
c = 0.003.
Conclusion et perspectives
L’e´tude de la perme´abilite´ et de la re´sistance des roches argileuses pre´sente´e s’est appuye´e sur
la combinaison de trois outils : la mode´lisation microme´canique analytique, l’expe´rimentation
macroscopique et les simulations nume´riques.
Tant que possible, nous nous sommes efforce´s de proposer des mode`les microme´caniques
analytiques. En effet, l’objectif fixe´ est de fournir des outils pratiques pour permettre a` l’inge´nieur
d’ame´liorer sa connaissance d’un milieu ge´ologique d’inte´reˆt pour une application industrielle.
Supposons qu’un inge´nieur ait de´termine´ les fractions volumiques des constituants sur toute la
profondeur d’un puits d’exploration a` partir de logs pe´tro-physiques. Un mode`le microme´canique
analytique adapte´ au type de mate´riau et bien cale´ par des expe´riences, qui fournit une expression
explicite des proprie´te´s macroscopiques a` partir des proprie´te´s de la microstructure, lui permet
directement d’estimer l’e´volution d’une proprie´te´ me´canique d’inte´reˆt le long du puits. Il est
donc plus pratique a` utiliser pour l’inge´nieur qu’une me´thode nume´rique qui ne´cessite au moins
une simulation par jeu de parame`tres microscopiques.
Cependant, les outils microme´caniques nume´riques et analytiques sont comple´mentaires. Une
se´rie de simulations nume´riques sur un ensemble de microstructures explicites permet de ve´rifier
quantitativement la pertinence des simplifications conce´de´es a` l’e´tablissement d’un mode`le ana-
lytique, tout en conservant les meˆmes hypothe`ses sur les me´canismes physiques microscopiques.
Par exemple, les simulations nume´riques conduites sur des centaines de re´alisations d’assem-
blages de grains inter-pe´ne´trables ont permis de juger de la qualite´ des estimations analytiques
de la perme´abilite´ de ce type de microstructures. De meˆme, l’e´tude de la re´sistance d’un mate´riau
constitue´ d’une matrice avec un crite`re de re´sistance elliptique renforce´ par des inclusions in-
finiment re´sistantes sphe´riques a montre´ que si le mode`le analytique reproduit de manie`re sa-
tisfaisante l’allure du domaine de re´sistance, les re´sistances de´viatoriques et celles en traction-
compression isotrope, il passe a` coˆte´ d’un effet du troisie`me invariant du tenseur des contraintes
qui a e´te´ capture´ par les simulations nume´riques.
De meˆme, la mode´lisation microme´canique et l’expe´rimentation permettent d’avancer de pair
sur la compre´hension des proprie´te´s d’un mate´riau. Nous espe´rons avoir illustre´ par ce travail
qu’il s’agit bien d’un dialogue a` deux sens. D’un coˆte´, l’expe´rience est souvent source d’ide´es sur
les me´canismes pre´ponde´rants a` conside´rer dans un mode`le microme´canique. Par exemple, la
culture expe´rimentale de la me´canique des sols a inspire´ la prise en compte d’un e´crouissage par
changement de porosite´ dans le mode`le de plasticite´ des mate´riaux argileux. D’un autre coˆte´,
a` partir du moment ou` les bons me´canismes physiques sont identifie´s, la mode´lisation permet
d’orienter les expe´rimentations vers l’e´tude de phe´nome`nes mal compris. Par exemple, le mode`le
de cellule perme´able e´quivalente sphe´rique avec prise en compte du glissement aux parois a
sugge´re´ que la perme´abilite´ apparente au gaz peut de´pendre de la pression suivant d’autres
lois que celle de Klinkenberg. Cette strate´gie pourrait aussi eˆtre adopte´e pour discriminer entre
plusieurs hypothe`ses de me´canismes microscopiques.
Le volet nume´rique de ce travail s’est consacre´ a` l’extension des me´thodes base´es sur la
FFT, initialement introduites en e´lasticite´, a` la perme´abilite´ et a` la re´sistance. Les me´thodes
FFT sont se´duisantes par leur efficacite´ et par leur relative facilite´ d’emploi due a` l’absence de
maillage. Par rapport a` d’autres me´thodes nume´riques, leur plus grand inte´reˆt re´side dans leur
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capacite´ a` traiter des ge´ome´tries complexes de la microstructure. Cependant, il faut garder a`
l’esprit qu’elles sont intrinse`quement limite´es a` la re´solution de proble`mes en conditions aux
limites pe´riodiques, avec une grille de discre´tisation re´gulie`re : cela ne permet ni le raffinement
local de la discre´tisation ni la prise en compte de discontinuite´s des champs cine´matiques. Or les
discontinuite´s des champs cine´matiques sont cruciales dans de nombreuses situations : glissement
aux parois d’un gaz parfait, me´canisme de ruine optimal avec discontinuite´ du champ de vitesse
ou interface imparfaite sont autant d’exemples rencontre´s dans ce travail.
La premie`re partie de ce me´moire a e´te´ consacre´e a` l’homoge´ne´isation de la perme´abilite´ a`
partir de la description de la ge´ome´trie du re´seau poreux et la re´solution des e´quations de Stokes
en re´gime permanent. Un trait marquant de l’homoge´ne´isation de la perme´abilite´ est qu’elle
ne fait intervenir que des parame`tres ge´ome´triques du re´seau poreux. La premie`re difficulte´
rencontre´e est qu’en dehors du contexte pe´riodique, il n’est pas e´vident de de´finir les conditions
aux limites a` appliquer sur la frontie`re d’un volume e´le´mentaire repre´sentatif. De par leurs
restrictions d’utilisation, les conditions aux limites uniformes en vitesse ou mixte n’apportent
qu’une re´ponse partiellement satisfaisante. Ne´anmoins, nous nous sommes appuye´s sur ces trois
types de conditions aux limites pour pre´senter les formulations variationnelles classiques du
proble`me d’homoge´ne´isation. L’avantage des formulations variationnelles est de proposer une
me´thode pour la construction d’encadrements rigoureux de la perme´abilite´. L’utilisation de ces
cadres variationnels a e´te´ illustre´e pour rappeler et proposer des bornes sur la perme´abilite´ de
microstructures ale´atoires. Le principe de construction de ces bornes repose sur la de´finition
d’un proble`me auxiliaire avec une viscosite´ uniforme, mais avec un chargement (champ de force
volumique) a` optimiser. L’expression du champ de contrainte test utilise´ pour construire ces
bornes repose alors sur l’introduction de la fonction de Green. Une voie d’ame´lioration des
bornes existantes serait de conside´rer des chargements “tests” plus sophistique´s, par exemple un
terme de distribution de forces surfaciques dont l’intensite´ de´pend de l’orientation de la normale
a` la surface. La difficulte´ sera alors de quantifier les informations ge´ome´triques statistiques
requises pour expliciter les bornes. Pour cet exemple de chargement, on s’attend a` voir apparaˆıtre
de nouveaux types de fonctions de corre´lations a` 2 ou 3 points qui portent une information
supple´mentaire sur l’orientation de l’interface entre solide et fluide. Enfin, le principe d’introduire
un milieu uniforme et d’optimiser le chargement peut eˆtre vu comme les pre´mices des techniques
de polarisation propose´es ensuite dans ce me´moire.
L’introduction d’un principe variationnel analogue au principe de Hashin et Shtrikman en
e´lasticite´ a e´te´ motive´e par la difficulte´ de construire syste´matiquement des champs tests admis-
sibles de contrainte ou de vitesse. In fine, le principe permet de travailler sur un milieu homoge`ne
en transfe´rant l’he´te´roge´ne´ite´ du proble`me et une partie des conditions aux limites sur des pa-
rame`tres de chargement additionnels : les champs de polarisation et de force volumique. Le choix
du champ de polarisation pre´sente l’avantage de n’eˆtre soumis a` aucune condition. Par rapport
a` l’e´lasticite´, les forces volumiques sont une spe´cificite´ de la perme´abilite´ et visent a` assurer l’im-
mobilite´ de la phase solide. Le nouveau principe variationnel a e´te´ mis a` profit pour proposer
une me´thode nume´rique base´e sur une discre´tisation re´gulie`re du chargement et l’utilisation de
transforme´es de Fourier rapides. La me´thode nume´rique a e´te´ applique´e sur des microstructures
mode`les pour juger de la qualite´ des bornes analytiques : celles ci s’ave`rent encore trop mauvaises
pour servir d’estimateurs. Les perspectives que nous souhaitons poursuivre sont l’application de
la me´thode nume´rique a` des repre´sentations tridimensionnelles de microstructures obtenues par
des techniques d’imagerie. Pour cela, plusieurs points restent a` re´gler. D’une part, les microstruc-
tures observe´es sont non pe´riodiques. Or contrairement a` l’e´lasticite´, l’utilisation de conditions
aux limites pe´riodiques pose un proble`me majeur pour les proble`mes d’e´coulement si la structure
n’est pas pe´riodique : les chemins d’acce`s par une face peuvent eˆtre bloque´s par l’autre face.
D’autre part, il est incertain de pouvoir observer par imagerie un volume repre´sentatif du milieu
poreux, en particulier pour les roches argileuses.
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Nos tentatives de construire des estimations de la perme´abilite´ montrent bien les diffe´rences
importantes qui existent entre l’homoge´ne´isation des proprie´te´s e´lastiques et l’homoge´ne´isation
de la perme´abilite´ a` partir des e´quations de Stokes. La perme´abilite´ montre une sensibilite´ a` la
morphologie de l’espace poreux beaucoup plus grande que les proprie´te´s e´lastiques. Les sche´mas
base´s sur la re´solution d’un proble`me auxiliaire avec conditions aux limites reporte´es a` l’infini se
re´ve`lent inapproprie´s car ils ne permettent pas de rendre compte d’une taille caracte´ristique des
pores. En revanche, la de´finition de proble`mes auxiliaires sur un domaine borne´ et la de´finition
de cellules perme´ables e´quivalentes permettent dans une certaine mesure d’ame´liorer la qualite´
des estimations. Cette technique a donc e´te´ de´veloppe´e pour e´tudier l’effet du rapport d’as-
pect des grains solides et le phe´nome`ne de glissement aux parois d’apre`s la the´orie cine´tique
des gaz. Nous ne sommes malheureusement pas parvenus a` proposer des expressions explicites
des perme´abilite´s pour les cellules perme´ables e´quivalentes en ge´ome´trie sphe´ro¨ıdale. Toutefois,
l’utilisation des principes variationnels a permis de proposer une strate´gie efficace permettant
un bon encadrement de ces perme´abilite´s. Par la suite, il serait inte´ressant de quantifier l’effet
du glissement aux parois pour les cellules perme´ables e´quivalentes sphe´ro¨ıdales.
La campagne expe´rimentale mene´e sur plusieurs types de roches argileuses illustre leur grande
variabilite´. En particulier, la perme´abilite´, tre`s faible, peut varier de plusieurs d’ordre de gran-
deurs d’une origine d’e´chantillons a` l’autre. Par ailleurs, la porosite´ et la perme´abilite´ mesure´es
au gaz sur e´chantillon sec sont tre`s sensibles au confinement. Les mode`les de´veloppe´s en de´but
de partie ne nous ont pas permis de rendre compte des valeurs de perme´abilite´ absolue : la
morphologie de l’espace poreux doit eˆtre mode´lise´e tre`s finement sous peine de se tromper de
plusieurs ordres de grandeurs. De meˆme, la mode´lisation de la perme´abilite´ relative au gaz pour
une saturation partielle en eau n’est pas entie`rement satisfaisante quantitativement. Cependant,
le mode`le de glissement aux parois a permis de proposer une interpre´tation d’observations qui
de´vient de la loi de Klinkenberg. Notamment, l’ordre de grandeur de la taille me´diane des pores
est bien rendu. Enfin, les mesures de perme´abilite´ relative sur les roches de couverture ont mis
en e´vidence une saturation critique en eau au dela` de laquelle s’annule la perme´abilite´ au gaz.
La deuxie`me partie de ce me´moire a e´te´ consacre´e a` l’homoge´ne´isation des proprie´te´s de
re´sistance. Dans un premier temps, le cadre microme´canique a e´te´ rappele´ en portant l’accent
sur la de´finition d’un proble`me visqueux non line´aire fictif pour la de´termination des e´tats de
contrainte sur la frontie`re du domaine de re´sistance macroscopique. Une strate´gie originale base´e
sur les me´thodes type FFT en e´lasticite´ non line´aire a e´te´ propose´e pour l’homoge´ne´isation des
proprie´te´s de re´sistance de microstructures complexes en conditions aux limites pe´riodiques.
La me´thode a e´te´ applique´e avec succe`s pour des constituants “micro” re´gis par un crite`re de
re´sistance de Von Mises ou elliptique, mais rencontre des proble`mes pour traiter le crite`re de
Drucker-Prager. De plus, les me´canismes discontinus et les interfaces imparfaites ne peuvent
pas eˆtre traite´s par la me´thode nume´rique. Une piste de recherche future est l’utilisation de
solveurs ite´ratifs qui permettraient de traiter les crite`res frottants, pour lesquels le module de
compression se´cant est de signe variable.
Dans un second temps, un mode`le a` trois e´chelles (“micro”, “me´so”, “macro”) a e´te´ pro-
pose´ pour rendre compte des proprie´te´s de re´sistance de roches argileuses compose´es d’une ma-
trice et d’inclusions. La matrice argileuse “me´so” re´sulte elle meˆme d’un assemblage a` l’e´chelle
infe´rieure (microscopique) de pores et de grains rigides dont les interfaces sont frottantes. Le
travail s’est concentre´ sur l’effet d’une imperfection des interfaces entre matrice et inclusions a`
l’e´chelle “me´so”. L’imperfection d’une interface est de´crite par un crite`re portant sur le vecteur
contrainte applique´ sur l’interface ; les crite`res de Tresca et de Mohr-Coulomb sont successive-
ment conside´re´s. L’homoge´ne´isation me´so-macro a e´te´ conduite a` l’aide de la me´thode se´cante
modifie´e et d’un sche´ma de Mori-Tanaka base´ sur un proble`me d’Eshelby avec interfaces im-
parfaites. L’imperfection des interfaces se traduit a` l’e´chelle macroscopique par une diminution
conditionnelle des proprie´te´s de re´sistance par rapport au cas ou` les interfaces sont parfaites. En
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effet, deux e´tats d’interfaces sont distingue´s : elles sont dites active´es ou inactive´es. L’activation
des proprie´te´s d’interfaces de´pend du taux de triaxialite´ du taux de de´formation macroscopique.
Lorsque la direction de chargement n’active pas les interfaces, la re´sistance macroscopique du
cas des interfaces parfaites est retrouve´e. Au contraire, lorsque la direction de chargement active
les interfaces, la re´sistance macroscopique est amoindrie. Ne´anmoins, la frontie`re du domaine
de re´sistance macroscopique est sans point anguleux. La qualite´ de ces estimations des crite`res
de re´sistances macroscopiques a par ailleurs e´te´ e´value´e dans le cas ou` les interfaces sont par-
faites. Une comparaison du domaine de re´sistance “macro” a e´te´ effectue´e avec ceux obtenus soit
par le calcul a` la rupture sur une sphe`re composite, soit par la me´thode nume´rique pre´sente´e
pre´ce´demment sur un re´seau pe´riodique d’inclusions. Les re´sistances maximales en compres-
sion isotrope et en de´viateur sont proches pour les diffe´rentes me´thodes, mais seule la me´thode
nume´rique permet de capturer un effet du troisie`me invariant du tenseur des contraintes. Une
piste de re´flexion est de comprendre pourquoi la strate´gie base´e sur la me´thode se´cante modifie´e
ne permet pas de rendre compte de cet effet.
Enfin, la troisie`me partie de ce me´moire propose une mode´lisation originale de la plasti-
cite´ de roches argileuses. Le mode`le reprend la description a` trois e´chelles utilise´e pour l’ho-
moge´ne´isation des proprie´te´s de re´sistance ainsi que les me´canismes cine´matiques utilise´s a` cet
effet. L’ide´e de de´part a e´te´ de conside´rer un e´crouissage par changement de ge´ome´trie sur la
base de ces me´canismes cine´matiques. Pour la transition micro-me´so, la grande sensibilite´ a` la
porosite´ du crite`re de re´sistance de l’assemblage de pores et de grains rigides interface´s permet
de retrouver un e´crouissage important pour une tre`s faible variation de porosite´, conforme aux
observations classiques en me´canique des sols. Un re´sultat extreˆmement inte´ressant est que la
pre´sente approche conduit a` une justification microme´canique du concept d’e´tat critique. De
plus, le mode`le permet de rendre compte du caracte`re dilatant ou contractant suivant l’e´tat de
sur-consolidation et d’un pic de contrainte seulement pour les e´tats fortement sur-consolide´s.
Pour la transition me´so-macro, un deuxie`me phe´nome`ne d’e´crouissage lie´ a` la de´gradation des
interfaces entre matrice et inclusions est pris en compte. Pour un essai triaxial a` partir de l’e´tat
normalement consolide´, la compe´tition entre l’e´crouissage positif par diminution de porosite´ et
l’e´crouissage ne´gatif par de´gradation des interfaces conduit a` un pic de contrainte de´viatorique,
puis a` un e´coulement plastique libre a` un e´tat critique qui correspond au cas des interfaces
totalement de´grade´es. Le mode`le permet de rendre compte des phe´nome`nes majeurs observe´s
macroscopiquement sur l’argilite, notamment : alternance d’une phase contractante et d’une
phase dilatante et pre´sence d’un pic de contrainte meˆme pour un essai a` partir de l’e´tat norma-
lement consolide´. De plus, le mode`le permet de localiser les contributions de chaque me´canisme
“micro” ou “me´so” aux observations macroscopiques. Pour valider le mode`le, il reste a` identi-
fier les parame`tres microstructuraux par identification inverse sur un essai, puis a` comparer les
re´sultats du mode`le cale´ par rapport a` des expe´riences inde´pendantes pour d’autres configura-
tions : e´tats de sur-consolidation ou fractions volumiques de constituants diffe´rents.
* *
*
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